Problema 102 - Sea ABC un triangulo no equilatero. Sea T su circunferencia circunscrita y O su centro.

Las tangentes en A, B, C a la misma forman un triangulo A'B' C' Sea A" B" C" &l homotético de A'B'C' de centra O y razén
1.-Demostrar que ABC v A" B" C" son homoldgicos™, cuyo centra D de homologia estd sobre T,

2.- Demostrar gue cada uno de los puntos 4 B C D pueden ser obtenidos de la misma manera que D a partir de A B C.
*Homeologicos en el zsentido de Desargues: sus vertices dos a dos 2 encuentran sobre tres rectas que tienen un punto de concurrencia.

Eideau (2003): L2 probléme d= Dobbe. Docemento de trabajo.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

1.- 51 el triangulo es equildtero los tridngulos ABC v .4 "B "C” son idénticos v el problema carece de mterés.
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Procederemos llevando el problema a una situacion mas general. Vamos a demostrar la sigmente propiedad:

Teorema.

Sea ABC un triangulo inscrito en una conica, A’B°C° su triangulo polar, O un punto cualquiera del plano que no
estd en la conica v ¢/su polar.

5i aplicamos a A'B°C" una homologia arbitraria de centro O v eje su polar £ el triangulo homoldgico A"B"C*" v
ABC son perspectivos.

El centro de perspectiva D, es un punto de la conica distinto de A, B v C cuando la homologia aplicada a A’B°C°
tiene caracteristica — %z (es decir, verifica (A" A™ L. O) =— %4, siendo L. = 0OA" N ¢) y reciprocamente.

Demostracion

Tomaremos como sistema de referencia del plano proyectivo el formado por los vértices del tridngulo v el centro O de la
homologia de caracteristica &

R={ABCO}: 4= A(1.0.0); B=4(0.1.0); C=2(0.0.1).0=ALLD.

Es facil ver que la expresion en coordenadas homogéneas de la conica en esta referencia es

v+ avz =0

con abec#0 v a+b+c#0 (por la eleccion de @) como condiciones sobre los coeficientes.
La recta £ polar respecto de esta comica del punto O, tiene por ecuacion:

Froxt(cta)vi(ati)z=0

Los vértices del triangulo polar 4'B°C” se obtienen de las intersecciones de las tangentes a la comica en los vértices del
tridngulo mscrito. Las correspondientes tangentes, rectas o, B vy son las polares de los vértices.

o = tangenteend =cy + bz =10
E = tangenteen B =cx taz =10
v = tangente en C = bx + aqv = (.

Resolviendo los sistemas correspondientes se obtienen:

A=A (—a b c), B=A(a -5 c). C =A(a b, —).

X ¥ Z
LaecuaciondelarectaO4’es |1 1 1|=0, que una vez desarrollado el determinante es

—a b e O4=(-dxtcta)y=(a1+H)=.
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En cualquier homologia la razon doble formada por cada punto, su homélogo, la mterseccion con el eje de la recta que los
[1]
contiene v el centro, es una constante . Cuando ésta es armonica esa razon doble lo es v viceversa.
Por tanto el valor de la cuaterna (4° 47 L Q) es constante. Cuando L estd en el infinito, la homologia en cuestion es una homotecia,
cuva razin es, precisamente, esa constante. Con esto enlazamos con el enunciado orignal del problema.
Comenzaremos calculando las coordenadas de L. Se trata del punto de interseccion de la recta polar de O, con la recta 04" Los
calculos oportunos dan

L= ﬂ.[—(r.: + @ +5). Mo+ b),cat t:])

A7, homélogo de 47 en la homologia, deber ser tal que se verifique

(AAL0)=k=(4"A"0L) 1=(0LA" A
Por tanto

(OL A°4")=1k

La razon doble de cuatro puntos alineados se obtiene dividiendo las coordenadas del dltimo de ellos respecto del sistema de
referencia que en esa recta definen los otros tres. Para ello se comienza tomando representantes adecuados de los dos primeros
cuva suma sea el tercero.

Buscamos escalares m, n v g para los cuales sea mO + n L= g 4’ Se encuentra facilmente la relacién

beO+L=p4d’
o bien

Evt'.]l‘-l-l..!:=,.-!l'
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donde hemos abreviado poniendo p=a + b + ¢ (p=0. salvo si se elige O sobre la conica).

De aqui para conseguir que (O, L, 4°, A7) = 1/k bastara con tomar

4= I[Eﬂ]+k[11;]
r r
Y asi el punto 4 7 tiene coordenadas (1, &) en la referencia = {ﬂ,L;A'}

Calculando se obtiene

A = A + a)(a+ Bk + be, b(a + BYk + b, cla + )k +Be)

S1 empleamos la notacion g{a) =(p—ac+a v gl#) v g(£) los andlogos. podemos escribir:

A = A + ala + Bk + be, ba(c). cq(®))

La ecuacion de la recta 447 es: 447 = eq(B)y =bglc)= .
Comeo en todo el calculo hemos usado una notacion coherente, para hallar las rectas BE” v CC™ bastara con cambiar la aporla by
laxporlaypara BB yvlaaporlacvylaxporlazpara CC”. Se obtienen asi:

A4” = eq(B)y =bglc)z
BB = cqla)x=aglc)z

CC” = ag(f)y = by()x
Eliltimo punto es demostrar la concurrencia de estas tres rectas en un punto D perteneciente a la conica.
Para la concurrencia basta ver la anulacion del determinante de la matriz de los coeficientes del sistema, pero como se trata
de hallar el punto de concurrencia para comprobar su pertenencia a la conica, tenemos que resolver el sistema.
El determinante del sistema es

0 <& balc)
cglz) 0  —agle)=0

iF 0 i . i
pues sacando factores comunes en cada columna q 2 gl de_tm%nta de una matriz hemisimétrica de orden impar.

La solucion de este sistema es el punto D= (x5, ¥,. %) donde x, =ag(®qlc). ¥, =bg(adglc) v z, = cql@ag(H) .
Queda establecido pues que (4BC) = (4”B”C™) es una homologia de centro D.

Ei

O\ -eentro;

M recta del A’
infinito

S g(a@) =0 se tiene D=4. Anulando q(#) v g{c) se obtienen B v C como centros perspectivos, todos ellos sobre la conica.
Por consiguiente podemos decir que para cada conica existen a lo mas tres homologias que transforman 4BC en 4 "B "Cprevio
paso por 4 'B'C’ v cuyo centro es uno de los vértices de ABC. Sin embargo, solamente hay una homologia tal que, para cualquiera de
las comicas circunscritas, hace que el centro perspectivo sea un punto situado sobre la conica, en general distinto de 4. B o C.

Hagamos que D esté en la conica. Sustituyamos sus coordenadas en la ecuacion exv 4 ez +ix=0.
cxo¥p = abe - qla) - q(b) - q(c)?
ayezo = abc - q(a)®- q(b) - qlc)
bzyxg = abc - q{a) - q(b) % - qlc)

Antes de sumar estas expresiones calculamos

g(a) ¥+ ql&) + glc) =[p—a-l—p —E!-I-p—t:).i:+(ﬂ+b-l-t:} =2pk +p=(2k +1)p. Llamamos
h = abc - g(a) - qg(b) - g(c) v ahora tenemos finalmente:

exy ¥y + avez, Yizgg = A p(2k+1)

que se anulard cuando el valor de & sea — ¥z como queriamos demostrar.

Una homotecia es una homologia cuve eje es la recta del mfinito. Por tanto ahora O es el centro de la conica v el gje, su
polar, la recta del infinito. Para hallar 4™, homologo de 4 en la homotecia de centro @ v razon — ¥4 calculamos primero 4*, el punto
medio del segmento OA4" (cuarto armonico de la terna O, 47, L)). Luego buscamos 4™ de modo que O sea el punto medio de del
segmento 4747

2.- 51 ahora partimos del tridangulo mscrito BCD, tomando sus vértices, pmto con el centro de la conica como sistema de referencia
obtendriamos el punto 4, del mismo modo. Y asi también para B v para C. Es evidente que cualquiera de esos puntos puede

obtenerse de esta manera. B

]
Se suele llamar caracierisfica de la homologia a 1a razon doble de un punto, su homologe, el centro v la interseccion de la recta que los contiens con el gje. 5132
define asi, en la homotecia (caso particular de homologia con eje en el infinito) la constante e la inversa de 1a razon. Por eza razon he cambiado 1a constante.



