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1. Enunciado del problema

El siguiente problema aparece en una lista de problemas de preparacion
de Olimpiadas.

Dado un triangulo ABC', trazar una secante que corte a AB en M
y a BC en N, de manera que el cuadrilatero AMNC' y el triangulo

BMN tengan el mismo perimetro y la misma area.
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Después de intentarlo de varias formas y sin resultados, buscando en
Internet, encontré la solucién de un problema casi idéntico en un documento
de Ilan Vardi (www.hies.fr/~ilan/mekh-mat.ps), que lo atribuye a Podkolzin

(1978).

“Trazar una recta que divida por la mitad el drea y el perimetro
de un tridngulo”



En teoria, este tltimo enunciado es mas facil de resolver, pues no se
especifica el lugar por donde se debe cortar el triangulo. En efecto, la solucion
de Ilan Vardi supone, sin pérdida de generalidad, que los lados a, b, ¢ del
triangulo cumplen a > b > c¢. Esta suposicion no puede hacerse si queremos

resolver el problema planteado aqui, pues éste exige que la secante corte a
los lados AB y BC.

2. Solucién analitica

En este apartado seguiremos la soluciéon de Ilan Vardi y trataremos de
extenderla para otros triangulos que no cumplan a > b > c.
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Consideremos las longitudes a = BC, b = CA, ¢ = AB,t = BM,
s = BN. Teniendo en cuenta que el area del triangulo BAC' debe ser el
doble del area del triangulo BM N,

1 _(BMN) BM-BN st ac
2~ (BAC)  BA-BC ca =~ 2

Esta formula nos permite calcular una primera condicién sobre t:

ac c
s<a=>—<a=1t>—-.
2t 2

Siendo p = a + b + ¢ el perimetro del triangulo ABC, los nimeros s y t

deben cumplir la igualdad s+t = %, que conduce a una ecuacion de segundo

grado:
%+t:§:>2t2—pt+ac:0,



cuyas soluciones son

_p- p? — 8ac ; _ p++/p*—8ac
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Ilan Vardi supone a > b > ¢ y demuestra que p? — 8ac > 0y s <ti<eg,
por lo que la construccion correspondiente a t; es una soluciéon del problema.

En el caso general, para encontrar una solucién del problema se debe de
dar alguna de las siguientes condiciones:

1. p»=8ac>0,5<t <c

2. p*—8ac>0, <<ty <ec.
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La condicién p? — 8ac > 0.

Dado que (a — b — ¢)? = a® + b* + ¢* — 2ab — 2ac + 2bc obtenemos,

p? —8ac = a®+b*+ c* + 2ab — 6ac + 2bc
= (a—b—c)*+2ab+ 2ac + 2ab — 6ac =
= (a—b—c)*+4alb—c),

lo que nos permite afirmar que, si b > ¢, entonces p?> — 8ac > 0. Resolvamos
ahora la desigualdad p? — 8ac > 0 cuando b < c.

Desarrollando p? — 8ac y expresando como polinomio de segundo grado
en a obtenemos:

p2—8ac>0
a® + b + & + 2ab — 6ac + 2bc > 0
a>—2Bc—bla+ (b+c)*>0

El discriminante de esta ecuacién es 4A siendo A = (3¢ — b)*> — (b+ ¢)? =
8c? — 8bc = 8c(c — b) > 0, pues hemos supuesto b < c. Se obtendran valo-
res no negativos del polinomio cuando a < 3¢ — b — /8¢ — 8bc o cuando
a > 3¢ —b++/8c? — 8be. Esta ltima situacién no puede darse pues entonces,
b+c—a<2b—2c—+/8?—8bc <0y a,b,cno pueden ser los lados de un
triangulo.

Examinemos con mas detalle la condicion

a<3c—b— V8 —8bc (1)
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Teniendo en cuenta que a, b y ¢ son lados de un tridngulo, para que la
condicién (1) suponga alguna restriccién, la cantidad 3¢ — b — /8¢? — 8be
(que nunca es negativa) debe ser menor que b+ ¢:

3c—b—+V&2%—-8bc<b+c

2¢ — 2b < /8¢ — 8be

4¢% — 8be + 4b* < 8¢ — 8be
40* < 4c?

b<ec.

Por tanto, la condicién p* — 8ac se cumplitd si b > cosib < cy a >

3¢ — b — /82 — 8be.

La condicién t; > 5

t1>§ =4t >2c=p—/p*—8ac>2c=a+b—c>/p*—8ac

Elevando al cuadrado,

a? + b + & + 2ab — 2ac — 2bc > a® + b? + & + 2ab — 6ac + 2bc
4ac > 4be
a>b.

La condicién t; < ¢

th<c=4dt) <4dc=p—/p>—8ac < 4c=a+b—3c < +/p?*—8ac

Sia+ b < 3c, siempre sera t; < c¢. Si a + b > 3¢, elevando al cuadrado,

a’® +b% + 9¢% + 2ab — 6ac — 6be < a® + b% + ¢ + 2ab — 6ac + 2be
8¢? < 8be
c < b.

Resumiendo, la desigualdad t; < ¢ se va a cumplir cuando a +b < 3c o
cuando a + b > 3¢, b > c.

La condicién ty > 5

ty > § = 4ty > 2c = p+ /p?> —8ac > 2c = a+b—c > —/p* — 8ac.

Esta condicién se cumple siempre, pues a, b, ¢ son lados de un triangulo y
a+b—c>0.




La condicién ¢ < ¢

ty <c=dty <4dc=p+ /p?>—8ac < 4c= \/p*—8ac<3c—a—1b

Elevando al cuadrado,

a®> +b% + % 4 2ab — 6ac + 2bc < a® + b* + 9¢% + 2ab — 6ac — 6be
8bc < 8¢2
b < c.

Combinemos ahora estas condiciones para obtener cudndo cada uno de
los niimeros t; y t; dan lugar a una soluciéon del problema.

., Cuando t; da lugar a una solucién del problema?

t; da lugar a una solucién del problema en cada uno de los siguientes
casos:

mag>b>c

ma>bb<cya<3c—0b— 82— 8bc.

En la figura siguiente he hecho una representacion grafica de estos casos
para ¢ = 1. Los posibles valores de a y b los representamos en las abscisas y
ordenadas, respectivamente.

La escala de la figura es de tal manera que OA = 1. La region infinita
...DBCAF... representa todos los posibles tridngulos que pueden trazarse con
¢ = 1. De todos ellos, aquellos en los que puede resolverse el problema con t;
corresponden a la regién ... FEGCHF....




.,Cuando ty da lugar a una soluciéon del problema?

ty da lugar a una solucién del problema cuando b < ¢y a < 3¢ —
b — /8c? — 8bc. En la figura anterior, los puntos correspondientes forman
el tridngulo curvilineo BCH.

Observemos también que los valores correspondientes al triangulo mas
oscuro (CGH ) admiten las dos soluciones.

3. Construcciones geométricas

Para hacer una construccion geométrica que resuelva el problema ten-
emos en cuenta que los nimeros t; y ty son soluciones de una ecuacién de
segundo grado: 2t — pt + ac = 0. Las soluciones de esta ecuacién cumplen

las igualdades

bt =

C
tl‘t2:b'§

Lo primero que hacemos es construir la media geométrica g de by ¢ para
después buscar las soluciones de

t+ty =

Rl \ RS

li-ta=g

La figura siguiente corresponde al caso en el que soélo existe la solucion
proporcionada por ¢;. Se construyen g = BF = BG'y BH = §. Los ntimeros
t, y ty corresponden a las abscisas de los puntos de interseccion del arco BH
y la paralela a BH trazada por G. En esta figura solo el punto K consigue
que su proyeccién M cumpla BM > BD y BM < BC, que equivalen a las
condiciones t > ¢ y t < c.
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D es el punto medio de AB.
El arco con centro B y radio BD corta en E a la prolongacién de C'B.

Con diametro C'E trazamos una semicircunferencia que corta en F' a
la perpendicular BF' a BC.

Con centro en B y radio BF' trazamos un arco que corta en G a la
perpendicular a AB trazada por B.

Con didmetro la mitad del perimetro del tridngulo ABC' trazamos la
semicircunfe-rencia BH. Por GG trazamos una paralela a AB que corta
a esta semicircunferencia en K.

La proyeccion M del punto K sobre AB es uno de los puntos buscados.

Para hallar el otro punto, N, obtenemos primero el punto L, simétrico
de B res-pecto de M.



= A continuacién, unimos L con C'y trazamos una paralela a LC' por A,
que corta a BC en N.

En esta otra construccion también hay sélo una solucién, pero es la cor-
respondiente a to:

G K

Por tltimo, otra construccién en la que hay dos soluciones y, de la que se
han quitado algunos elementos para mayor claridad.
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