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1. Enunciado

En la revista Laboratorio Virtual de Tridngulos [1], dirigida por Ricardo
Barroso Campos, aparece el siguiente problema, presentado por José Carlos
Chévez Sandoval:

327. Dado un tridngulo ABC, sea un punto P en su plano y sean z = AP,
y = BP, z = C'P. Demostrar que

(a® + % — &) (2®y? + 22%) + (6 — b* + ) (*y? + 222?)

+(—a® + b2 + A)(a%2? + y%2?) — (P2t + Pyt + 22 — a2 =0, (1)
(12 + 2% — a2)%2% + (22 + 22 — 19)2% + (22 + o — 2)222

—(P+ 22— a®) (@ + 22— ) (2 F P - P) — 42y =0, (2)

2. El trabajo de Euler

En el enunciado Ricardo Barroso cita a Mathworld 2] que a su vez cita
a Euler [3]. Lo que vamos a hacer es seguir a Euler en la obtencién de una
férmula que relaciona x, ¥, z, a, b, c. En el camino nos encontraremos una de
las férmulas propuestas, y la formula obtenida serd muy parecida a la otra.

Euler comienza con un lema, que es lo que conocemos como teorema del
coseno.

Lema 1. En cualquier tridngulo ABC,

AB? + AC? — BC?
2AB - AC

Ccos A =

Lema 2. Si A= B + C, entonces

cos? A+ cos? B+ cos?C =1+ 2cos Acos B cosC.



Demostracion. Si A = B + C entonces, por los teoremas de adicién,
cos A = cos BcosC F sen Bsen C,

de donde
cos A — cos BcosC = Fsen BsenC.

Elevando al cuadrado,

cos? A + cos? B cos? C' — 2 cos A cos B cos C

—sen? Bsen? C

=(1 — cos® B)(1 — cos® C)

=1 — cos? B — cos® C + cos® B cos® C,
de donde deducimos la igualdad propuesta. O
Corolario 1. La misma relacion se cumple si A+ B + C = 360°.
Demostracion. Tenemos 360° — A = B + C' y cos(360° — A) = cos A. O
Corolario 2. 5i A+ B+ C = 180° entonces

cos® A + cos? B+ cos> C' =1 — 2cos Acos BcosC.

Demostracion. Tenemos 180° — A = B + C' y cos(180° — A) = cos A. O

Problema 1. Dados un triangulo ABC y un punto D del mismo plano,
relacionar las distancias p = DA, q = DB, r = DC con los lados del
tridngulo ABC'.

Solucion: Sean, como es habitual, a« = BC, b = CA, ¢ = AB. Como
los dngulos BDC, CDA y ADB suman 360°, si llamamos «a = cos BDC,
B =cosCDA, v=cos ADB y aplicamos el Corolario 1, tenemos

o’ + % +7° =1+ 200y (3)
Ahora, segin el Lema 1 se cumple

BD?*+ CD? - BC?*  ¢#+r?—a®> U

=cos BDC = = —

= eos 9BD - BC 2qr 2qr
CD? + AD? —CA* r24p?—0* V

B8 =cosCDA = + . tr = —)
20D - AD 2rp 2rp
AD?+ BD?* - AB*> p*+¢ -2 W

v=cos ADB = + _rte-c = —,
2AD - BD 2pq 2pq



donde hemos llamado
U=¢+r-a®,V=r+p" - 0" W=p"+¢ - (4)

Sustituyendo estos valores de «, 3, v en (3), resulta
U? n V2 n W2 _1+UVW:>

4q21"2 47"2]92 4p2q2 - 4p2q27‘2
=p?U% + V2 +r2W? = 1?2 + UVW.

Observacion. Esta tltima igualdad es la férmula (2) que debiamos obte-
ner.

Ahora, teniendo en cuenta las relaciones (4),
PG+ 1) — 2a%p2 (2 + 12) + a'p?
R0+ pY)? — 2R (2 + pP) + b
P 2% + ) — 222 (P + @) + M2
=(¢* + 1) (r* +*)(0* + %) + 4P’ (5)
— (P +p) (P’ + ) = V(@ + )P+ &) — E (P + ) +p?)
+ a®b*(p? + %) + VA (¢* +r2) + Ed®(r* + p?)
— a?v?l.
Consideramos los términos del primer miembro de la igualdad en los que

solo aparecen las letras p, ¢, r. Tenemos
2

P+ )2 + P2+ p?)? =p2gt + Pt + 202202 + 2pt o+ @2t 4 22t
=(* + )P + 1) + 4p’¢*r?,
(0> + %) =0° + ) (0°r® + ¢*r?).
Sumando obtenemos
PP+ + P+ )+ 2 (0° + )
=0 + )P+t + "+ ) + 4P
=(* +¢*)(* +7°)(¢* + %) + 4p?¢*r?,
es decir, en (5) desaparecen los términos que sélo contienen las letras p, g, r.
Entonces dicha expresién queda en la forma

a*(P* + ) (r* +p°) + V(¢ + ) (0° + @) + F7 + 7)) (¢ +77)
—2a°p*(q* + %) = 2°¢*(1* + p*) — 273 (p* + ¢%)
_a2b2(p2 +q2) _ a202(p2 +7“2) _ bQCQ(q2 +T’2)
+a'p® + big? + c'r? + a?b?? = 0,



o también asi:

a2p?(@® +p? — b — 2 — @ —1?)
FRRM 4% — 2 —a = p?)
FERE 4 —a? =0 — P — )t
+a’¢*r? + b*r’p® + *p°¢ + a’b*c® = 0.

3. Terminando...

Al poner p, q,r en lugar de z,y, z en la férmula (1) obtenemos

a®)(¢*r? + a*p?)
& +a? = ) (r’p? + b*¢?)
PP AR )
a’p +bzq4+cr)—a2b202:o,

+
+

(v*
(¢?
(
—(
que se comprueba sin dificultad que es equivalente a (7).
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