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1. Enunciado

En la revista Laboratorio Virtual de Triángulos [1], dirigida por Ricardo
Barroso Campos, aparece el siguiente problema, presentado por José Carlos
Chávez Sandoval:

327. Dado un triánguloABC, sea un punto P en su plano y sean x = AP ,
y = BP , z = CP . Demostrar que

(a2 + b2 − c2)(x2y2 + c2z2) + (a2 − b2 + c2)(b2y2 + x2z2)
+(−a2 + b2 + c2)(a2x2 + y2z2)− (a2x4 + b2y4 + c2z4)− a2b2c2 = 0, (1)

(y2 + z2 − a2)2x2 + (x2 + z2 − b2)2y2 + (x2 + y2 − c2)2z2

−(y2 + z2 − a2)(x2 + z2 − b2)(x2 + y2 − c2)− 4x2y2z2 = 0. (2)

2. El trabajo de Euler

En el enunciado Ricardo Barroso cita a Mathworld [2] que a su vez cita
a Euler [3]. Lo que vamos a hacer es seguir a Euler en la obtención de una
fórmula que relaciona x, y, z, a, b, c. En el camino nos encontraremos una de
las fórmulas propuestas, y la fórmula obtenida será muy parecida a la otra.

Euler comienza con un lema, que es lo que conocemos como teorema del
coseno.

Lema 1. En cualquier triángulo ABC,

cosA =
AB2 +AC2 −BC2

2AB ·AC .

Lema 2. Si A = B ± C, entonces

cos2A+ cos2B + cos2C = 1 + 2 cosA cosB cosC.
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Demostración. Si A = B ± C entonces, por los teoremas de adición,

cosA = cosB cosC ∓ senB senC,

de donde
cosA− cosB cosC = ∓ senB senC.

Elevando al cuadrado,

cos2A+ cos2B cos2C − 2 cosA cosB cosC

= sen2B sen2C

=(1− cos2B)(1− cos2C)

=1− cos2B − cos2C + cos2B cos2C,

de donde deducimos la igualdad propuesta.

Corolario 1. La misma relación se cumple si A+B + C = 360◦.

Demostración. Tenemos 360◦ −A = B + C y cos(360◦ −A) = cosA.

Corolario 2. Si A+B + C = 180◦ entonces

cos2A+ cos2B + cos2C = 1− 2 cosA cosB cosC.

Demostración. Tenemos 180◦ −A = B + C y cos(180◦ −A) = cosA.

Problema 1. Dados un triángulo ABC y un punto D del mismo plano,
relacionar las distancias p = DA, q = DB, r = DC con los lados del
triángulo ABC.

Solución: Sean, como es habitual, a = BC, b = CA, c = AB. Como
los ángulos BDC, CDA y ADB suman 360◦, si llamamos α = cosBDC,
β = cosCDA, γ = cosADB y aplicamos el Corolario 1, tenemos

α2 + β2 + γ2 = 1 + 2αβγ (3)

Ahora, según el Lema 1 se cumple

α = cosBDC =
BD2 + CD2 −BC2

2BD ·BC =
q2 + r2 − a2

2qr
=

U

2qr
,

β = cosCDA =
CD2 +AD2 − CA2

2CD ·AD =
r2 + p2 − b2

2rp
=

V

2rp
,

γ = cosADB =
AD2 +BD2 −AB2

2AD ·BD =
p2 + q2 − c2

2pq
=

W

2pq
,
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donde hemos llamado

U = q2 + r2 − a2, V = r2 + p2 − b2,W = p2 + q2 − c2. (4)

Sustituyendo estos valores de α, β, γ en (3), resulta

U2

4q2r2
+

V 2

4r2p2
+

W 2

4p2q2
= 1 +

UVW

4p2q2r2
⇒

⇒p2U2 + q2V 2 + r2W 2 = 4p2q2r2 + UVW.

Observación. Esta última igualdad es la fórmula (2) que deb́ıamos obte-
ner.

Ahora, teniendo en cuenta las relaciones (4),

p2(q2 + r2)2 − 2a2p2(q2 + r2) + a4p2

+ q2(r2 + p2)2 − 2b2q2(r2 + p2) + b4q2

+ r2(p2 + q2)2 − 2c2r2(p2 + q2) + c4r2

=(q2 + r2)(r2 + p2)(p2 + q2) + 4p2q2r2

− a2(r2 + p2)(p2 + q2)− b2(q2 + r2)(p2 + q2)− c2(q2 + r2)(r2 + p2)

+ a2b2(p2 + q2) + b2c2(q2 + r2) + c2a2(r2 + p2)

− a2b2c2.

(5)

Consideramos los términos del primer miembro de la igualdad en los que
sólo aparecen las letras p, q, r. Tenemos

p2(q2 + r2)2 + q2(r2 + p2)2 =p2q4 + p2r4 + 2p2q2r2 + q2p4 + q2r4 + 2p2q2r2

=(p2 + q2)(p2q2 + r4) + 4p2q2r2,

r2(p2 + q2) =(p2 + q2)(p2r2 + q2r2).

Sumando obtenemos

p2(q2 + r2)2 + q2(r2 + p2)2 + r2(p2 + q2)

=(p2 + q2)(p2q2 + r4 + p2r2 + q2r2) + 4p2q2r2

=(p2 + q2)(p2 + r2)(q2 + r2) + 4p2q2r2,

es decir, en (5) desaparecen los términos que sólo contienen las letras p, q, r.
Entonces dicha expresión queda en la forma

a2(p2 + q2)(r2 + p2) + b2(q2 + r2)(p2 + q2) + c2(r2 + p2)(q2 + r2)

−2a2p2(q2 + r2)− 2b2q2(r2 + p2)− 2c2r2(p2 + q2)

−a2b2(p2 + q2)− a2c2(p2 + r2)− b2c2(q2 + r2)

+a4p2 + b4q2 + c4r2 + a2b2c2 = 0,

(6)

3



o también aśı:

a2p2(a2 + p2 − b2 − c2 − q2 − r2)

+b2q2(b2 + q2 − c2 − a2 − r2 − p2)

+c2r2(c2 + r2 − a2 − b2 − p2 − q2)+

+a2q2r2 + b2r2p2 + c2p2q2 + a2b2c2 = 0.

(7)

3. Terminando...

Al poner p, q, r en lugar de x, y, z en la fórmula (1) obtenemos

(b2 + c2 − a2)(q2r2 + a2p2)

+(c2 + a2 − b2)(r2p2 + b2q2)

+(a2 + b2 − c2)(p2q2 + c2r2)

−(a2p4 + b2q4 + c2r4)− a2b2c2 = 0,

(8)

que se comprueba sin dificultad que es equivalente a (7).
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