Ejercicio 64 [Tridngulos (2241-405)

Dados un tridngulo 1@ y los puntos cualesquiera O, A’, B’,C’ en su plano, entonces, denotando por
A el producto exterior, se tiene:

AA', BB’,CC" son concurrentes si y sélo si existen tres vectores (no todos nulos) d, vV, w paralelos a
AA’, BB',CC’, respectivamente, tales que i +v+w =0y OANG+OBAV+OC AW =0.

SOLUCION:
Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nimero 338.
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/prosinres.htm

Quincena del 16 al 30 de Septiembre de 2006.

Propuesto por José Carlos Chavez Sandoval, estudiante peruano de Mateméatica Pura en la Universidad Nacional
Mayor de San Marcos.

Pedoe, D. (1.988) Geometry: A Comprehensive Course, Dover, New York, 1988 §10.2 pag. 49.

Con el siguiente enunciado:

Dado el triangulo ABC y los puntos cualesquiera O, A’, B', C".

Entonces AA’, BB’,CC’ son concurrentes si y solo si existen tres vectores (no todos nulos) #, 7, w paralelos a
AA’, BB',CC’, respectivamente, tales que 4+ 0+ wW =0y OAxii+0Bxt+0C x@=0

Nota:x es el producto vectorial.

En este planteamiento se interpreta el producto x como producto vectorial, aunque parece mas conveniente, con
el fin de referirse sélo a vectores del plano, interpretarlo como producto exterior. No obstante, para el caso particular
que nos ocupa (un plano en el espacio ordinario) tomar uno u otro no es determinante.

Producto exterior

Previamente damos una pequena introduccion sobre producto exterior, cinéndonos al caso de un espacio vectorial
real de dimensién dos. (Para casos més generales se puede ver http: //www.gt.matfun.ull.es/angel/apuntes/geomvari.ps,
§2.1 Tensores sobre espacios vectoriales reales).

En el plano ordinario, el conjunto de vectores que parten de un punto, constituyen un espacio vectorial F, real de
dimension dos, relativo a las operaciones ordinarias de suma de vectores y producto de un nimero real por un vector.

A partir de este espacio vectorial E vamos a construir un espacio vectorial real, que denotamos por /\2 FE y al que
llamaremos producto exterior de F por F.

Consideremos el conjunto I' de todas las combinaciones lineales formales de elementos del producto cartesiano
E x E, es decir, las expresiones de la forma:
_ i
a= E o' (ug, vi),

iel
donde (u;,v;) € E x E'y o' € IR, son nulos salvo para un nimero finito de indices.

Observemos que si a,b € T', se puede siempre tratar de modificar sus expresiones anadiéndole, si es preciso,
elementos (u,v) con coeficientes nulos, y suponerlos de la forma

a:zr:o/(ui,vi) b:iﬁi(ui,vi).
i=1 i=1

Se define sobre I" una estructura de espacio vectorial, poniendo

T T

a+b=> (o + ) (ui,vi), Aa =" (Aad)(us,v;).

=1 i=1

Asi, T es el espacio vectorial generado por E x F'.
Consideremos ahora el subespacio I'y de I' engendrado por los elementos de la forma

(ul + 7—’423’”) - (ul,v) - (UQ,’U), (U,’Ul + U2) - (U,Ul) - (U7U2)7 ()‘uvv) - A(uav)a (ua )\”U) - A(ua ’U), (U,U),

La Laguna, 4 de Septiembre del 2007 Pag. 1M Angel Montesdeoca


http://www.gt.matfun.ull.es/angel/pdf/TR.pdf#ej2241
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/prosinres.htm
http://www.gt.matfun.ull.es/angel/apuntes/geomvari.ps

con u,uq, U2, v,v1,v2 € F; A € IR.
Al espacio vectorial cociente I'/Ty le denotamos por A® E. La clase de A”> E que contiene al elemento (u,v) de T
se denota por u A v. De como esta generado el subespacio I'g, sugen las siguientes propiedades del producto exterior:

(up +ug) Av = up Av+us A,
uA (v +v2) = uAvy+uAve,
Aunv) = (M) Av=uA(A\v),
uAu = 0,
uANv = —vAu.

La tultima propiedad es consecuencia de las anteriores, pues basta tener presente que (u + v) A (u +v) = 0.
Probemos lo siguente:
u y v son linealmente independiantes si y sélo si u A v # 0.

Si {u,v} son dependientes, existe un A # 0 tal que v = Au. Entonces u Av = Au A u =0.

Para la otra implicacié, debemos recurrir a intepretar E como (E*)* (donde * denota el dual), asi, un vector
u € E se puede tomar como una aplicacién lineal u : E* — IR y el producto u A v como la aplicacién bilineal
uAv: E* x E* — IR, definida por

(uAv)(e, B) = u(a)v(B) — u(B)v(a).
Entonces, si u y v son independientes, ellos forman una base de F y si {u*,v*} su base dual en E*, se tiene que

(u Av)(u*,v") = u(u)v(*) —u@ v )=1-1-0-0=1#0.

De este resultado se sigue que la dimension de /\2 E es uno, ya que si {e1,e2} es una base de F, para un par de
vectores u y v de E, se puede poner

u=x1e1 + Toe2, UV=y1€1 +Y2e2, UAV=(T1y2 — Tay1)e1 A ea.

2 . ; .
Entonces e1 A ez es un vector no nulo de /\ FE y cualquier otro vector E o'u; Av;, de este espacio, se puede poner
i€l
en combinacion lineal de él.

Interpretacién geométrica del producto exterior de vectores del plano ordinario

Si tomanos un sistema de coordenadas asociado a una base ortonormal orientada {e1, e}, la expresién 1y, — zay1,
resultante de expresar el producto exterior de dos vectores u = x1e1 + x2e2 y v = y1e1 + yoe2 en funcion de e; A eq,
es igual al doble del drea del tridngulo formado por el origen de coordenadas y los puntos U(z1,22) y V(y1,92) ¥y
tomando la orientacién del tridngulo segin la orientacién de {ej, es}.

En el caso que nos ocupa (punto y vectores en el plano ordinario), podemos considerar éste como un plano del
espacio ordinario y asi el producto vectorial u x v de dos vectores del plano es un vector del espacio, perpendicular al
plano cuyo médulo es el doble del area del triangulo cuyos lados estan formados por los dos vectores u y v.

AX
2 1%
v
1 0 0 1
EléreadeOUVesi 1 x9 1 en A
y1 oy2 1 2 U
U

0] € Xl

(M Dan Pedoe no se complica (pdg. 45): ”Since we do not wish the vector space /\2 E to consist of only te zero vector, we assume that
€1 ANéz # 0, for {é1,€3} a base of the vectorial space E.”
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Coordenadas baricéntricas en el plano ordinario.

Dados tres puntos Py, Pi, P> en el plano, para todo punto P, podemos poner
PoP = 21 PP, + 22 Py P,

es decir, (z1,22) son las coordenadas de P en la referencia afin {Py; Py Py, Py Ps}.
Para cualquier otro punto @, se tiene:

QoP = QoPo + PoP = QoPy + 21 By Pi + 22 PPy = Qo Po + 1(Qo P — QoPo) + 22(QuPs — QuPo) =

=1 =21 —22)QoPo + 21QoP1 + £2Q0 P2 = upQo Py + u1 Qo Py + u2Qo P,

donde
ug=1—x1 — 22, U1 =x1, Uy = Ta, ug +up +ug = 1.

Esto significa que P es el baricentro de { Py, P, P>} afectados de las masas ug, uy, ug; estos escalares no dependen
mas que de Py de los puntos {Py, P1, P»} tomados; es decir, son independientes del punto Q.

Con lo que, identificando P con el vector que determina, respecto a un origen prefijado, podemos escribir
P =ugPy+u P + us P, Ug + up + ug = 1.

A la terna (ug, u1,uz) se le denomina coordenadas baricéntricas de P respecto a { Py, P1, P2 }.

Pasemos ahora a la resolucién del problema tal como aparece en Dan Pedoe.- Geometry: A Comprehensive
Course, Dover, New York, 1988 (Theorem §10.2 pag. 49).

A7

Supongamos que las rectas AA’, BB’ y CC’ concurren en P, entonces se puede poner
P=zA+yB+zC, (6 xA_P)—I—yB—F)’—i—zC—F’:(_)') con z4+y+z=1

Tomando los vectores @i = zAP, v = yBP y w = 2CP, se tiene i + v + w = 0.
Por otra parte

OANi+OBAV+OC AW =20ANAP +yOB ABP + 20C ACP =
2OA A (OP — OA) + yOB A (OP — OB) + 20C A (OP — OC) = (204 + yOB + 20C) AOP = OP A OP =02 .

Que son las realaciones buscadas.

Reciprocamente, supongamos la existencia de 1, V y w, paralelos respectivamente a las rectas AA’, BB' y CC', y

cumpliéndose:
i+v+w=0  OAANG+OBAV+OCAW=0):p.

Sea P el punto de interseccién de las rectas AA’ y BB’. Ya que U es paralelo a la recta AP y V a la recta BP,
existen escalares 7 v y tales que @ = AP,V = yBD.
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Dem/\ﬁ—i—O—B)/\\_f’—i—O?/\vV:G/\zE, se sigue
«(OP + PA) A AP + y(OP + PB) ABP + OC Aw = 02

2OP N AP +yOP ABP +OC Aw = 02 .
OPA(G+V)+O0C AW =0y2p5. = ~OPAW+OCAW=0,25=CPAW=10,2.

Luego cP y w son dependientes y como W es paralelo a la recta recta CC’, ésta contiene al punto P. Se concluye
que las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes en P.

Notas:

— Utilizando la interpretacién geométrica del propucto exterior, comentada méas arriba, y si tomamos como O el

—
vértice A de ABC, los tridngulos (sombreados en la figura) determinados, uno por el lado AB y el vector V y otro por
el lado AC' y el vector w, tienen dreas iguales.

— Los escalares x y y, obtenidos en la demostracién de la suficiencia para que AA’, BB'CC’ sean concurentes,
junto con el escalar z tal que w = zC ﬁ, determinan las coordenadas baricéntricas del punto P de concurrencia:

x y z
r+yt+zrryt+zrtytz/)’

— En el dibujo presentado al principio de la demostracién, las longitudes de los vectores U,V y w son las que

P
exactamente corresponden de acuerdo al tridngulo ABC' y al punto P elegidos. Otro ejemplo es:

|AB AV =] AC AW

http://www.gt.matfun.ull.es/angel /pdf/ejtr2241.pdf
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