Ejercicio 21 Ir al enunciado en: Tridngulos (2135-405)

Por los vértices, A, B, C' de un tridngulo 1@’ , se trazan tres rectas de igual direccién que reencuentran
a la circunferencia circunscrita I' en A’, B’ y C’. Sea P un punto de I'; las rectas PA’, PB’ y PC’ vuelven
a encontrar a las rectas BC,CA y AB en A*, B* y C*. Demostrar que estos puntos pertenecen a una
misma recta ¢. jCual es la direccién de esta recta?

SOLUCION:

Problema 358. Laboratorio virtual de triangulos con Cabri 11

Procedemos a hacer una demostracién andlitica, ayudandonos de MATHEMATICA.

P
La ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridangulo ABC, en coordenadas baricéntricas referidas a dicho
triangulo, es:
I' = a®yz + bz + oy = 0.

Sea una recta arbitraria por A(1:0:0),
la=qy+rz=0.

La interseccién de I' y £ 4, a parte del punto A, es:
A (aPqr: r(=b%q+ 1) : q(b%q — 1)) .
Si P(u:v:w) es un punto de I' (c2uv + b2uw + a?vw = 0), la recta PA’ corta al lado BC en

A* (0 r(=bPqu + Pru — a*q) : q(bP*qu — Pru — a*rw))

La recta por B, paralela a £4 (es decir, con el mismo punto del infinito (¢ — r : 7 : —q)), es

r Yy =z
lg = 0 1 0 |=qgx+(¢g—1r)z=0.
g—r 1T —q

La interseccién de I' y /5, a parte del punto B, es:
B' (=((g —r)(a*q + (=g +1))) : b*alq —7) : q(a’q + (=g +7)))
La recta PB’ corta al lado C A en
B* (—(g—1)(b*qu+ (a’q + *(—q+7))v) : 0: g(a’qu — qu + *rv — bPqu + b*rw)) .

La recta A*B* tiene el mismo punto del infinito que £4; es decir, son paralelas. En efecto:

0 r(=b%qu + 2ru — a?qv)  q(b*qu — Pru — a*rw)

—(g—)bqu 0 q(a*q — g+ c*rjv | —
—(qg—r)(aP*q+c*(—q+71))v —q(b?q — b*r)w

g—r r —q
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=qlq —r)r(b*qlq — r) + r(a’q + A (—q + 1)) (Fuv + b*uw + a*vw) = 0.

La recta por C, paralela a £ 4, es
lo=rx+(r—qy=0.
La interseccién de I' y ¢, a parte del punto C, es:
C" (~((g =) ®*(q =) +a’r)) s r(=(a®r) + b*(—q + 1)) : (g —1)r)
La recta PC’ corta al lado AB en
C* ((g—r)(Pru+ (b*(g — ) + a®r)w) : r(c*qu — *rv + bPqu + a’rw — b*rw) : 0)

La recta B*C* tiene el mismo punto del infinito que £4; es decir, son paralelas. En efecto:

o 2 2 20 q(a’q — g+ Aryv+
(¢ = r)(b*qu+ (aq + (=g +1))v) 0 o(—b2q + Br)w
r(c?q — 2r)v+ —

(=)t (Plg—r)+arw) el TR

q—r r —q
=q(q—r)r(b*q(q —r) +r(a®q + A (—q + 7)) (Cuv + b*uw + a*vw) = 0.
Se concluye que los puntos A*, B* y C* estdn en una misma recta ¢, parlela a £ 4.

Tiene que verificarse que la recta A*C* tiene el mismo punto del infinito que ¢; es decir, son paralelas. En efecto:

0 r(=b%qu + ?ru — a’qu) q(b*qu — c*ru — a’rw)
(g —r)(ru+ (b*(q —r) + a®r)w) r(qu — ?rv + b2qw + a*rw — b?rw) 0 =
q—r r —q

=q(q— T)r(qu(q —7r)+ r(aQq + 02(—q + r)))(02uv + buw + a2vw) =0.

Podemos comprobar directamente que A*, B* y C* estan alineados, calculando el determinante formado por sus
coordenadas, cuyo valor es

—qr(qg —r)(0q(q — ) +r(a’q + (=g + 1)) (= (r(u — v) + qv) + a*(qv — rw) + b*(g(u — w) + rw))-

(a*vw + b*wu + Fuv) = 0.

Notas:

e Otra solucidn, lJosé Maria Pedret:
www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/sol/so0l358ped.htm
Pt

e Cuando se considera P fijo en la circunferencia circunscrita a ABC'y se hace variar la recta €4, por el vértice A,
—_—
la envolvente de la recta £ es una parabola inscrita en ABC con foco en P y directriz pasando por el ortocentro de
—_—
ABC.
Esta pardbola se determina facilmente, pues la tangente en el vértice es la recta (linea de Wallace-Simson) que

contiene los pies de las perpendiculares desde P a los lados de ABC.

Para més informacién consultar:
Problems related to parabolas:
http://www.math.uoc.gr/ “pamfilos/problems/Problems.htm#tri
Triangles and Parabolas:
http://jwilson.coe.uga.edu/EMT669/Student.Folders/Giddings.Jemma/Parabo las/Parabolas.html

http://jwilson.coe.uga.edu/EMT669/Student .Folders/Giddings. Jemma/
Parabolas/Parabolas.html

A Tour of Triangle Geometry via the Geometer’s Sketchpad (Inscribed parabolas):

http://www.math.fau.edu/yiu/TourO0fTriangleGeometry/
Tour_of_Triangle_Geometry.html
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