La desigualdad de Weitzenbock
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con motivo del problema 400 de
trianguloscabri

1. Introducciéon

Aunque el objeto de este trabajo es la desigualdad de Weitzenbock es
conveniente ver antes otros resultados previos.

Desde luego la desigualdad mas simple (evidente a partir de los axio-
mas que definen al sistema de los nimeros reales) es aquella que se expresa
2% > 0, cumpliéndose la igualdad si y solo si # = 0. Usando un principio
tan simple como este, podemos establecer rapidamente otras desigualdades
que usaremos mas adelante. Por ejemplo, para cualesquiera niimeros reales
x,1, 2z, de la identidad

(x—1y)*+ @y — 2+ (2 —2)* =2(2® +9y* + 2%) — 2(zy + yz + 22)
podemos deducir la desigualdad
2?4+ y* + 22 > ay + yz + 2, (1)

que también puede expresarse en la forma

(z+y+2)°>3(xy +yz + z2), (2)
o también .
$2+y2+z2>§(:ﬂ—l—y—l—z)2, (3)

cumpliéndose la igualdad en todas ellas y solo si x =y = z.
Por otro lado, observemos que la funcion y = csc x, con derivada positiva
en el interivalo (0, ), es convexa en dicho intervalo, por lo que si trazamos
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la cuerda que une dos puntos de la curva y = cscx en (0,7), la cuerda
quedard por encima de la curva entre esos dos puntos. Esto justifica que los
angulos A, B, C' de un tridngulo cumpliran la desigualdad

1 1 1
senA+senB+senC > 1
3 sen 7A+§ +C
y entonces
Lt 8 2V/3, (4)

=
senC  senA senB ~ sen %

cumpliéndose la iguadad si y solo el triangulo es equilatero.
Para terminar recordemos algunas de las férmulas del drea S de un
triangulo:

1 abc
S = §bcsenA =sr= 5= Vs(s —a)(s—b)(s —¢),

siendo s el semiperimetro. La tltima expresion, la férmula de Herén, una vez
desarrollada, da

S = i\/Q(ozzb2 + a%c? 4+ b%c?) — (a* 4+ bt + ).

2. Desigualdad de Weitzenbock

R. Weitzenbock [3] publicé en 1919 la igualdad que lleva su nombre, y
que relaciona los lados del triangulo con su area. La desigualdad afirma que
para un triangulo con lados a, b, ¢ y area S se cumple que

a?+ 0+ > 44/38.

La igualdad se cumple si y solo si el triangulo es equilatero. Esta desigualdad
fue puesta también como problema en la Olimpiada Matematica Interna-
cional de 1961.



2.1. Primera demostracion

Usando (1) tenemos que

2(a* + b* + ') — 2(a*b* + a*® + b**) = 0
4 4 4 212 2.2 2.2
@4(@ —l—?l)) +c*) > 4(a*b —I—a30 + b*c?)
@(a4—|—b4 + ) + 2(a®b? 4 a?c* + b*c?)
3

> (45)°.

> 2(a’® + a®c? + b)) — (a* +b* + )

@(az +0* + 2)?
3

El resultado se deduce entonces inmediatamente tomando las raices cuadradas
de cada miembro. De la primera igualdad podemos también deducir que la
igualdad ocurre si y solo si a = b = ¢, es decir, si el triangulo es equilatero.

2.2. Segunda demostracion

Aqui también usamos (3), y la desigualdad entre las medidas aritmética
y geométrica.

3@+ +c%) = (a+b+0)?
V/3(a+ b+ (et
V3l

3a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)a+b—c)

sa? + b2+ A

2.3. Tercera demostracion

Usando las stituiciones de Ravi, a = y+2,b = z+x,c = v +y la igualdad
es equivalente a

(y+20+ (427 + (@ +9)0°)" > 8@ +y + 2)ayz,
que puede obtenerse usando (2) y las desigualdades (y + 2)? > 4yz, ...

(y+2)7+(z+z)’+ =+ y)2)2 > 16(yz+zo+ay)? = 16:3(zy-yz+yz-zary-y2).



2.4. Cuarta demostracion

En sélo dos pasos usamos el teorema del coseno, una férmula del area y
la férmula del coseno de una suma:

a? + b+ — 438
=a? + b2+ (a4 b® — 2abcos C) — 2v/3absen C
=2(a — b)? + 4ab(1 — cos(C — 7/3)) > 0,

cumpliéndose la igualdad si y solo si a = by C' = 7/3, es decir si y solo si el
triangulo es equilétero.

2.5. Quinta demostracion

dm? = 2(*+ ) —a® = 2(a®>+ b2+ A) = [2(* + ) —a?] + 3a* =
2(a? + 0>+ ) = 4m? + 3a® > damaV3 > 8SV3 = a® + b* + ¢ > 45V3,
cumpliéndose la igualdad si y solo si 2m, = av/3 y AM L BC, siendo M el
punto medio del lado BC, es decir si y solo si a = b = c.

2.6. Sexta demostracion

Aqui usamos (1), (4) y una de las férmulas del area:

A+ 4+ >=ab+be+ca=

25 25 25 g (2v3) = 4v3s.

sen A + sen B + senC' =

2.7. Séptima demostracion

Aplicando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica a s — a,
s — b, s — ¢ obtenemos que s > 3v/3r:

(s—a)(s—b)(s—c)<(38_(a;—b+c)) ;_7
2 (S—a)(sgb)(s—c) \;_i:>523\/§r'

N

Ahora hacemos

4
a?+b* 4+ > (a+b+c)2:§sz>4\/§sr:4\/§5
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3. Refinamientos y generalizaciones

Ya hemos visto que a?+b*+c? > ab+be+ca > 4+/385. Esto indica que la
desigualdad de Weitzenbock no es la mejor que se podria conseguir, decimos
que es débil. Vemos a continuacion otras desigualdades que mejoran nuestra
desigualdad y que a la vez proporcionan demostraciones de la misma.

3.1. Octava demostracion

Demostremos que
a? 4+ b* 4+ = ab+ be + ca > aVbe + by/ca + evVab > 18Rr > 4v/385,

La primera desigualdad es (1). La segunda es también (1), pero aplicada

. _ abc
a vab, vbc, «/cla. La tircera, teniendo en cuenta que 2Rr = 5=, se reduce

a ﬁ + ﬁ + 7= 2 5. En efecto, aplicando primero la desigualdad entre
las medias aritmética y geométrica y luego la desigualdad entre las medias
armoénica y aritmética tenemos

1 1 1 2 2 2 2-9
b=t =2 + + >
Vab  Vbe ea T a+b b4+c ct+a (a+b)+(b+c)+ (c+a)
9
Ta+b+c

Finalmente, la desigualdad 18Rr > 4v/3S observemos que por ser S = sr,

esta igualdad es equivalente a % < %, pero

b b
%:%:%4—%4—%:senA+senB+senC,

y por ser la funcién f(x) = senx convexa en (0, 7), resulta

3v/3
=

A+ B
sen A +sen B +senC' < 3sen (;_I_C) = 3sen%

3

3.2. La desigualdad de Hadwiger-Finsler
La desigualdad de Hadwiger-Finsler afirma que

P+ +E>4V3- 5+ b—-c)+(c—a)l+ (a—b)?,
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que generaliza la desigualdad de Weitzenbock. Ambas desigualades aparecen
en el capitulo 7, ejemplo E21 de Engel [1].

Demostracion de la desigualdad de Hadwiger-Finsler. Observemos primero
que la funcién y = tan 3 tiene derivada segunda positiva en (0, ), por lo que
es convexa en ese intervalo y por tanto se cumplira la desigualdad

A B C 44+84¢
tan§+tan§+tan§>3tan%:3tan%:\/g. (5)

Ahora, usando las formulas del angulo mitad,

tané:\/@—b)(s—c): (=)=  _ (s=b)s—0)
2 s(s—a) Vs(s—a)(s=b)(s—c) S
(c+a—Db)a+b—c) (a—(b—c))la+t (b—c)) _ a2—(b—c)2.

45 45 45

De la misma forma, tenemos

b — (c—a)’ tangzcz_(a_b)z

45 ’ 2 45 ’

tan — =
an

y sustituyendo los tres valores en (5), resulta

a2—0b—-c? bB¥—(c—a)’ E—(a—0b)
>
T R

de donde resulta facilmente la desiguladad de Hadwiger-Finsler.
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