Problema 402 de tridnguloscabri. Triangulos Pitagoricos. Practica-
mente todo el mundo conoce que 3% +4? = 5% es la mds simple aplicacién del
Teorema de Pitdgoras que establece que la suma de los cuadrados de los cate-
tos de un tridngulo rectangulo es igual al cuadrado de la hipotenusa. Pero en
comparacion muy pocos conocen que 5, 12, y 13 satisfacen la misma relacion
sin ser proporcionales a 3, 4 y 5. Y muchos menos todavia podrian dar los
lados de un tercer “tridngulo pitagorico”distinto de los dos mencionados, por
ejemplo, 7, 24 y 2.

Albert H. Beiler. Recreations in the theory of numbers (The queen of
mathematics entertains). Dover Publications Inc.

Los triangulos rectdngulos con lados enteros reciben el nombre de triangu-
los pitagoricos.

A) Hallar las férmulas que dan lados enteros para un tridngulo rectdngulo.

B) Mostrar que en todo tridngulo pitagdrico: hay uno de los lados que
es siempre divisible por 3 y uno por 5; el producto de los dos catetos
es siempre divisible por 12 y el producto de los tres lados es siempre
divisible por 60.

C) Hallar, como propone Diofanto en el problema 18 del libro VI de su
Aritmética, los tridngulos pitagoricos en el que la longitud de la bisectriz
de uno de los angulos agudos es racional.

Propuesto por José Maria Pedret. Ingeniero Naval. (Esplugas de
Llobregat, Barcelona,).

Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan

Usaremos los simbolos (x,y) v (z,y, z) para representar al maximo comun
divisor de z,y y de z,y, z respectivamente. También usaremos el siguiente

Lema. Si z,y,z son enteros positivos tales que vy = 2% entonces x ey son
de la forma x = r?, y = r? para ciertos nimeros enteros r y s.

A) Hallar las formulas que dan lados enteros para un tridngulo rectdngulo.

Queremos resolver en Z la ecuacion

2+ y2 = 22 (1)



Si x,y, z es una solucién de (1) sea d = (z,y), donde (z,y) representa
aqui el maximo comun divisor. Entonces d?|2% y por tanto d|z, y como
(x,y,2) = ((z,y), z) se cumple siempre, tenemos que (z,y, z) = d. De
la misma forma, (x,y,2) = (z,y) = (y,2) = (z,2) =d, y
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Llamemos solucion primitiva a una solucién xy,yi, 21 de (1) en la que
los tres nimeros son primos relativos dos a dos. Entonces a cada solu-
cion z,y, z puede expresarse en la forma dxy, dy;, dz1, siendo x1,y1, 21
una solucion primitiva. Reciprocamente, si x1,y;, 21 es una solucion
primitiva de (1), entonces dxi,dy;,dz; es una solucién de (1) para
cualquier entero d. Por tanto, basta con buscar las soluciones primi-
tivas de nuestra ecuacién.

Por la simetria respecto de x e y, restringimos nuestra bisqueda a los
casos en que y es par y x,z son impares. Entonces, la ecuacién (1)
puede escribirse
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Ahora, como
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tenemos
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Esto indica que, teniendo en cuenta (2),

z+:B:T2’ z+x282
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para ciertos enteros positivos r, s. Sobre estos nimeros 7 y s podemos
decir que (r,8) = 1,7 > s, x =1 — 5% y = 2rs y z = r* 4+ s También,
por ser z impar, r y s tienen distinta paridad, uno es par y el otro
impar.



Reciprocamente, sean r y s dos nimeros enteros positivos de distinta
paridad tales (r,s) = 1. Entonces si x = r? — % y = 2rs, z = r? + s%,
tenemos que z, ¥y, z son positivos y

2yt = (=22 4 (2rs)? = (r* + 57)% = 22

Ademas es fécil ver que (x,y) = 1, y que y es par. Entonces, z,vy, z
es una solucién primitiva con y par. Entonces hemos demostrado el
siguiente

Teorema. Las soluciones primitivas de x° + y? = 2% son de la forma
x=1r%—5% y=2rs, 2 =1r?+ 5% donde r,s son enteros de distinta

paridad tales que (r;s) =1 yr > s> 0.

Debemos observar que si r, s son enteros cualesquiera, los correspondi-
entes x,y, z forman una solucién, pero no necesariamente primitiva.

Mostrar que en todo triangulo pitagorico: hay uno de los lados que
es siempre divisible por 3 y uno por 5; el producto de los dos catetos
es siempre divisible por 12 y el producto de los tres lados es siempre
divisible por 60.

Sean x = 12 — 8%, y = 2rs, z = r? 4+ s% los lados de un tridngulo

pitagérico. Si r o s son multiplos de 3, entonces y es divisible por 3, y
si ninguno lo es tendremos 7, s # +1 (méd 3), por lo que x = 7? — s #
1—1=0 (mdd 3) y z es divisible por 3.

De forma parecida, si alguno de los niimeros r o s es multiplo de 5, tam-
bién lo serd y, y si ninguno lo es, entonces serdn r, s # £1,£2 (mdéd 5),
y 12,8 # 1,4 (méd 5). Puede ser > = s* (méd 5) y tendremos x
miiltiplo de 5, 0 72 # s (méd 5) y tendremos z miiltiplo de 5.

El producto de los dos catetos es 2rs(r + s)(r — s), uno de ellos es
divisible por 3 y uno de r y s es par asi que el producto es divisible por
4 y por 3, es divisible por 12.

Si el producto de los tres catetos es divisible por 12 y por 5, entonces
es divisible por 60.

Hallar, como propone Diofanto en el problema 18 del libro VI de su
Aritmética, los tridngulos pitagoricos en el que la longitud de la bisectriz
de uno de los angulos agudos es racional.



Por ejemplo, en un triangulo rectangulo en A, la bisectriz interior del
angulo B, tenemos

o acla—b+c)la+b+c)

ac((a+c)?> = b%)  ac(2¢ + 2ac)
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Y

por lo que la bisectriz w, sera racional si y solo si 2a(a + ¢) es un
cuadrado.

Si nos limitamos a las soluciones primitivas, 2a es par y a + ¢ es impar.
Si a y a+ ¢ tuvieran un divisor comun, lo seria de a y ¢, por lo que
(2a,a+ c) = 1. Entonces, a = 2p? y a + ¢ = ¢* para ciertos p, ¢ enteros
y primos relativos. Entonces ¢ = ¢ — p* y a — ¢ = 3p? — ¢*. Teniendo
en cuenta que b? = (c+a)(c—a) = ¢*(2p+q)(2p — q), serd 2p+ q = u?
y 2p —q = v*, con u > v, de donde p = (u® + %) y ¢ = L(u® —v?).
Sustituyendo, resulta

a :é (v + vz)z, b= %uv(u2 — %),
c :% (u2 — 2vu — vz) (u2 + 2vu — vz) .

En este caso tenemos

[u? — 2vu — v?| (u? 4 2vu — v?) (u? + v?)
8(u? — v?)

Wy =

Observacion. La solucién del apartado A) estd tomada de
Ivan Niven, Herbert S. Zuckerman: An Introduction to the Theory of Num-
bers, 3% edicién, John Wiley and Sons, 1972.



