Lugares geométricos
de triangulos inscritos en un circulo

Problema 409 de trianguloscabri. Sea un circulo I" de centro O. Sobre
su circunferencia, se toman dos puntos fijos B y C' que son los dos vértices
de la base de un tridngulo ABC' inscrito en el circulo T'.

1. Si el vértice A recorre la circunferencia de G, hallar el lugar geométrico
del ortocentro H del tridangulo ABC'.

2. Sean A’, B', C' las intersecciones de la circunferencia de I' respec-
tivamente con las bisectrices internas de los dngulos A, B, C'. Si el

vértice A recorre la circunferencia de I', hallar el lugar geométrico del
ortocentro H' del tridngulo A'B'C".

Propuesto por José Maria Pedret.

Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan. Usaremos los niimeros com-
plejos:
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Sin pérdida de generalidad supondremos que la circunferencia de I" es la
circunferencia unidad, es decir, centrada en el origen y tiene radio unidad.
Cada punto de v lo podemos asociar entonces a un complejo de modulo 1,
su afijo, y éste a un dngulo entre 0 y 27.

Si z1, 22, 23 son los afijos de A, By C, el afijo del baricentro G' es nimero
complejo g = %(z1+zz+23). Teniendo en cuenta la relacion GH : HO =2 : 1,
es decir OH = 3 - OG, y que O es el origen, el afijo del ortocentro H sera el
numero

h=3g=z + 29+ 23. (1)

1. Podemos suponer que los vértices B y C' fijos del triangulo ABC' corre-
sponden a los nimeros complejos w y w (conjugado de w), y al vértice
variable A le corresponde un nimero complejo z sobre la circunferen-
cia unidad. Aplicando (1), el ortocentro H viene dado por el nimero
complejo h = w + w + z. Teniendo en cuenta que w + w es constante,
h es el resultado de aplicar a z una traslacién de vector w + w, por lo
que el lugar geométrico de h serd una circunferencia igual a I'.
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Figura 2

El centro O’ de la circunferencia resultante, cuyo afijo es w + w, es el
punto simétrico de O respecto de BC'.

2. Precisando un poco mas, sean los niimeros complejos

z =cost +isent,
w =cosf +isend, (2)
w =cost —isenb,

para cierto ¢ (0 < 6 < 7) y para t variable (0 <t < 27 — ), los afijos
de A, B y C, respectivamente.



Figura 3

Entonces tendremos que los afijos o, 5y v de A’, B’y C' son

[ =cos (7t—|—27r—9) + 7 sen (7t+27r—9)
2 2
t—0 , t—0
= — COS (T) — 15€en (T),
t+0 ) t+0
7y =cCO0s (T) + 2sen (T)

Aplicando ahora la férmula (1), el afijo del ortocentro H' de A’B'C’

sera

(t+9) (t—@)
a+f+y=14+cos|—— ) —cos|——
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+1 (sen (#) — sen (%))

0 t 0 t
:1—2sen§sen§—l—z'-2sen§cos§.

En coordenadas cartesianas podemos expresar:

0 t t
H = (1,0) +2sen§ (—seni,cosi) ,

lo cual quiere decir que H estd sobre un arco de circunferencia con
centro en A" = (1,0), que es fijo, y radio QSeng = A'B, que teniendo
en cuenta los valores extremos de t = 6 y t = 2w — 6 es arco que aparece

resaltado en la figura 3.



Observando la figura 2 vemos que el ortocentro H del triangulo A’B’'C’
es el incentro del triangulo ABC', por lo que hemos llegado a un resul-
tado conocido:

Lugar del incentro. El lugar geométrico de los incentros de los tridn-
gulos ABC' y con B y C fijos y A variando en una arco de circunferen-
cia es un arco de otra circunferencia que pasa por B y C y estd centrada
en el punto medio del arco BC' (el que no contiene a A).

Ahora, supongamos como en la figura 4, que A varia en el otro arco
determinado por B y C, haciendo que el triangulo ABC' sea obtuso.

Figura 4

Los calculos en este caso son practicamente iguales, con la diferencia
de que ahora en las férmulas (2) tenemos 2r — 6 < t < 0, y de que
ahora el afijo de A’ es o = —1, por lo que, dejando los detalles al lector,
decimos que el lugar geométrico seria el arco de circunferencia centrada
en A’ = (—1,0), que es fijo, y radio A'B = A'C' que va desde C hasta
B en el sentido positivo de mediciéon de angulos.

Como puede verse en la figura, esta situacién también es un caso par-
ticular de lugar de incentro enunciada anteriormente.



