Ejercicio 81 [Tridngulos Applet CabriJaval (2263-405)

—_—
En un tridngulo acutdngulo ABC' el dngulo A vale 60°. Demostrar que una de las bisectrices del dngulo
formado por las dos alturas trazadas desde los vértices B y C pasa por el circuncentro del tridngulo.

SOLUCION:

Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el ntimero 419.

http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Propuesto por Fancisco Javier Garcia Capitan, profesor del IES Alvarez Cubero. Priego de Cédoba. (Su pégina
personal es: [http://garciacapitan.auna.com/)).
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Si A = 60°, se tiene que

1 42 2 2 1
senAzg, cosA:§7 cotg A = , S:QA:bcsenAzébc, SA:%M:ScotgAzibc.

|3

Vamos a determinar la bisectriz interior en H del tridngulo Bﬁ{ , utilizando el teorema de las bisectrices: ”Toda
bisectriz interior divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los lados adyacentes”.

Para utilizar este hecho debemos determinar las longitudes de los segmentos BH y CH. Esto lo podemos hacer
usando la férmula @ de 1a distancia entre dos puntos Pi(x1 :y1 : 21) ¥y Pa(xa : Y2 : 22) (en coordenadas baricéntricas
homogéneas):

1

=2
PP, = S - %),
v (21 +y1 + 21)% (22 + Y2 + 22)? (6 Al + 22)m — 22y + 21) )

En el caso que nos ocupa, siendo B(0: 1:0),C(0:0: 1)y H(SgSc : ScSa : SaSg), el ortocentro de ABC, se
tiene que
—— bS — S,
B:Tszcoth7 HC’:cTczbcoth'7

_
que son positivas si ABC' es acutdngulo.

El punto D en que la bisectriz a BHC corta al lado BC es tal que BD : DC = HB: HC =bSp : ¢S¢; luego
D(0:¢Se : bSe).
La bisectriz HD tiene por ecuacién
(b—c¢)Saz —bSpy + c¢Scz = 0.
Su perpendicular por H (es decir, la otra bisectriz de las alturas BH y CH) es la recta
Sa(bSp + cSc)x +bSp(Sa —be)y + ¢(Sa — be)Scz = 0.

Para que una de estas rectas contengan al circuncentro O(a?S, : b2Sp : ¢2S¢) se ha de verificar, respectivamente,
que se anule una de las relaciones siguientes, obtenidas sustituyendo las coordenadas de O en el primer miembro de
sus ecuaciones,

1
Z(fb +e)(—a—b+c)a—b+c)(—a+b+c)a+b+c)(—a®+ b +be+c?),
1

Z(a—bf c)a+b—c)(a—b+c)b+c)(a+b+c)(—a® +b* —be+c?).

(DPaul Yiu.- Introduction to Geometry of the Triangle. pdg 88.| Disponible en http://www.math.fau.edu/yiu/GeometryNotes020402.ps
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http://www.gt.matfun.ull.es/angel/pdf/TR.pdf#ej2263
http://www.gt.matfun.ull.es/angel/cabri/gtre2263.htm
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm
http://garciacapitan.auna.com/
http://www.math.fau.edu/yiu/GeometryNotes020402.ps

El dltimo factor de esta tlima relacién, cuando A = 60°, se anula:
—a?+b% —be+c? =254 — be = be — be = 0.

Py
Concluimos que una de las bisectrices de las alturas BH y C'H pasa por el circuncentro de ABC.

Nota adicional:

Dado un tridngulo ABC, con A = 60°, todos los tidngulo AB'C’, con B' en AB y C' en AC, tienen rectas de
Euler paralelas.

En el tridngulo de referencia ABC' el punto del infinito de la recta de Euler, OH, es
(a®S%(Sp+Sc)—SpSc(B*Sp+c*Sc) 1 b2 SE(Sa+Sc)—SaSc(a®Sa+c*Sc) : —(a®S3S5) —b*SaSE+c(Sa+S5)SE)

Si A =60° (a® = b? + ¢? — be), sustituyendo Sa,Sp y Sc en funcion de las longitudes de los lados, el punto del
infinito de OH es
(b—c:=b:c).
Tomemos B'(1—A:A:1)y C'(1 —p:0: pu)enloslados AB y AC, respectivamente. El circuncentro de AB’C” es

O' (= Sa(Sc(—24+A) + Sp(—2+p)) — SpSc(—2+ A+ p) 1 ¥ (SpA + Sa(A — p)) : =2(Sa(X — p) — Scp)).

El ortocentro de AB'C’ es

H'(SpSc + 54(Sp + Sc — SpA— Scp) : Sa(Scp+ Sa(=A+ p)) : Sa(SpA+ Sa(A—p))).

Las coordenadas del punto del infinito de la recta de Euler O’'H’ de AB'C’ son
( —SpSc(A+ u) +Sa(25A — ScA — Spu+2Scu) : SScA+ Sa(SpA+ Sc(A—3u)) + 353‘()\ —p):

—3S8%(A — p) + SpScp+ Sa(Scp+ Sp(=3X + p))).

Sustituyendo S4, Sp y Sc por sus valores y a? = b? + ¢ — be (A = 60°), se obtiene el mismo punto del infinito que
el de OH:

<zbc(b —c)(—cA+bu): ngC(C)\ —bu) : %bcz(—c)\ + b,u)> =(=b+c:b:—c).

http://www.gt.matfun.ull.es/angel /pdf/ejtr2263.pdf
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