Problema 448 de tridnguloscabri. Sea A'B'C’ el tridngulo formado con los
puntos medios del triangulo dado ABC.

Denotamos por O;, G;, X;,i=1,2,3, los circuncentros, baricentros y ortocen-
tros de los tridngulos AB'C', BC'A" y CA’'B’, respectivamente.

1. Los tridngulos 010203, G1G2G3, y X1 X9 X3 son semejantes por congruen-
cia al A’B'C’.
2. SiT es el ortocentro del triangulo O10203, entonces T el centro de todos

los rectangulos B'C' X9 X3, C'A'X3X, y A/B'X1X>.

3. Sean As, B1 las proyecciones ortogonales de A’', B', respectivamente, sobre
AB; sean Bs, Cy las proyecciones ortogonales de B', C', respectivamente, so-
bre BC'; sean Az, C1, las proyecciones ortogonales de A’, C', respectivamente,
sobre CA. Llamemos Q1,Q2, Q3 a los centros de los rectdngulos B'C’'Cy B3,
C'A’A3Cy y A’ B'B1 Ay, respectivamente, y llamemos S1, S2, S3 a los puntos
de interseccion

S1=A3Co N As3Bs, So = B1CiNB3sAs, y S3=C1B1NCYA,.

Demostrar que los tridngulos Q1Q2Q3 y S15253 son semejantes por homote-
cia, de la que se calculard su centro y razon.

4. B1C1 = 2Q3Q2, A2Cy = 2Q3Q1, A3B3 = 2Q201.
Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez
Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan

Notacion. En esta solucion, a no ser que se especifique lo contrario, XY
representa el vector con origen X y extremo Y .

Solucién del apartado 1

Si P es cualquier punto del triangulo ABC', podemos considerar los puntos
Py, Py, P53 resultantes de aplicar a P las homotecias con centros A, B, C, y
razén 1/2, es decir, P;, P,, Py cumplen

AP=2.-AP,, BP=2-BP, CP=2.-CP.
A




Pero estas relaciones indican que P, P, y P; son los puntos medios de PA,
PB y PC, respectivamente, por lo que P, P,P; es el resultado de aplicar a
ABC una homotecia con centro P y razén 1/2, y entonces este triangulo es
congruente con A’B'C".

Solucién del apartado 2

Usaremos los siguientes resultados:

Lema 1. St M es el punto medio del segmento AB, entonces para cualquier
otro punto O se cumple OA + OB = 20M.

Lema 2. St H y O son el ortocentro y circuncentro del tridngulo ABC),
entonces OH = OA + OB + OC.
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Sea O el circuncentro de 010,03, que es el mismo que el de ABC.

Llamemos M al punto medio de A’y X;, y U al punto medio de AA’. Apli-
cando el Lema 2 a los tridangulos AB'C" y 010,03 tenemos,

0:1X1 = O1A+ O1B" + 0,C, (1)

OT = 007 + 005 + O0s. (2)

Ahora, teniendo en cuenta que U también es el punto medio de BC', aplicando
el Lema 1 a (1) resulta O1X; = O1A + 20,U, y entonces deducimos que

O1A+ 0, X7 O A+ (0:A+20,U)

O:M = 2 a 2
A’ A
_O0 A+ 04 ;Ol +OU = 20,U.
Que M =T se deduce de que también es
OB + 0OC
O\T = OT — 00, = 00, + 00, = 222 _ ox =20,U.
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Solucién del apartado 4

Observamos que

By + C' =2,

= A3B3 =2 .
A3+C/:2Q2} 33 Q2Q1

Las otras igualdades se deducen analogamente.

So
A
Gy
B
S3
C| U Bu
Q
Qo
N As
A2 \VQ1 y
‘B C, "A /B, c
S

Solucion del apartado 3

Para resolver este apartado usaremos coordenadas baricéntricas. Al menos
parte de los calculos no son complicados, aunque luego se vuelven laboriosos,
por lo que acabaremos usando el programa de cédlculo simbdélico Mathemati-
ca y las rutinas que pueden encontrarse en el cuaderno Baricentricas.nb
disponible en mi pagina web.

Como consecuencia del apartado 4, los lados de los tridngulos QQ1Q2Q3
y 515253 son paralelos, por lo que estos triangulos son homotéticos. En la
figura también podemos ver que el triangulo (Q1Q2Q3 es el tridngulo ortico
del tridngulo medial UV'W del triangulo A’B’C".

Consideramos la notacién usual

P+ -a? A +a®—b? a’+ b — 2

SA—fa Sp = 5 , Sc = 5



Usaremos el siguiente

Lema 3. 5t P = (u; : vy : wy) y Q = (ug : vy : wa) son dos puntos cuales-
quiera tales que uy + v1 + wy = us + v + wo entonces el punto sobre la recta
PQ tal que PX : XQ =m :n es

X = (nuy + mug : nvy + mug : nwy + mawsy).
Si H, es el pie de la altura trazada por A sobre BC, entonces

2 +a? -1

BH, c-cosB ¢ 2ac _%
HaC_b-cosC_b aA+v:—c2 S’
2ab

por lo el punto Cs divide al segmento BA’ en la razén Sp : Sc. Como es
B=(0:2:0)y A'=(0:1:1) resultard que

02: (OSB—I—QSC . SB)

Anédlogamente, el punto A divide al segmento BC’ en la razén Sp : Sa.
Siendo B=(0:2:0) y C"=(1:1:0) tendremos

Ag == (SB : SB—I—QSAO)

Observemos que, teniendo en cuenta la simetria en la notacion, una vez cal-
culadas las coordenadas del punto Cs por ejemplo, podiamos haber deducido
las de As.

El punto medio Q; de Co = (0 : Sp + 2S¢ : Sg) y B' = (a® : 0 : a?),
ambos con suma 2a? es Q = (a® : SB + 2S¢ : a®> + Sp). De forma analoga
hallarifamos Q5 v Q5.

Ahora calculamos la ecuacion de la recta ACy:

T Y z
Sg Sp+2S54 0 20:>(SB+25A)I—53y+(53+250)220.
0 Sp+2Sc Sp

Procediendo de igual forma, o usando la simetria, la recta A3B3 es
(SC + 25,4)1’ + (SC + 253) —Scz=0.

Haciendo la interseccion de estas dos rectas tendriamos el punto Si, y de for-
ma parecida los demads. Pero, como hemos dicho antes, los calculos necesarios
son tediosos, por lo que recurrimos a Mathematica.

A continuacion, esta el cédigo necesario para introducir obtener las coor-
denadas de los vértices de los tridngulos Q1Q2Q3 vy S15255.



{ptA', ptB', ptC'} = {Medio[ptB, ptC], Medio[ptC, ptA], Medio[ptA, ptB]};

ptA2 = Pie[ptA', ptA, ptB];
ptA3 = Pie[ptA', ptA, ptC];
pPtBl = Pie[ptB', ptB, ptA];

ptB3 = Pie[ptB', ptB, ptC];
ptCl = Pie[ptC', ptC, ptaA];

ptC2 = Pie[ptC', ptC, ptB];
ptQl = Medio[ptA ', ptC2];
ptQ2 = Medio[ptB', ptA3];

ptQ3 = Medio[ptC', ptBl];

ptS1l = Punto[Recta[ptA2, ptC2], Recta[ptA3, ptB3]];
ptS2 = Punto[Recta[ptA3, ptB3], Recta[ptBl, ptCl]];
ptS3 = Punto[Recta[ptBl, ptCl], Recta[ptA2, ptC2]];

Ahora, estas instrucciones comprueban que el centro N de la homotecia
coincide con el punto medio del ortocentro y el circuncentro, es decir, el
centro de la circunferencia de los nueve puntos del tridangulo ABC'.

ptN = Factor [Punto[Recta[ptQl, ptS1l], Recta[ptQ2, ptS2]]]

{a®0®-b*+a®c®+2p’c’-c?, —at+a’b’r2a’ P+ b’ P -t —at+2a” k% -b' v a’ c” + b P}

Factor[Medio[ptO, ptH]]

{a®p”-b*+a’c®+2b”c’-c’, —at+a’b’+2a"c’+b’ P -t —at+2a° b7 -b' +a’ ¢” + b P}

Usando la funcion CuadradoDistancia descubrimos el valor del cociente
NS2/NQ?, a saber

4(a® — b*a* — ta’ — b'a® — cta® — 2b%°c2a® + b0 + ¢ — b2t — bic?)
(a2 — b2 — 2)* (a2 + b2 — ¢2)* (a2 — b2 + 2)°

Si llamamos

u =2 (aﬁ — bt — Pat — b'a® — cta® — 20°cPa® + 10 4+ & — vt — 6402)

v=(a’+b" - ) (a® =0+ ) (—a® +b* + &)
podemos comprobar usando la funcién DividirRazon, que N divide a S1Q)4
en la razén u : v, por lo que la razén de la homotecia serd k = —u/v, es decir
2(a% — v?a* — 2at — bta® — cta® — 20%c2a® + b5 + & — vt — bic?)

(a2 4+ 0% —c?)(a?> = 0>+ %) (—a® + b% + 2)

Usando las férmulas del teorema del coseno, podemos obtener una expre-

sion mas sencilla y compacta que ésta:

2

k=—

b? + c? - a2 c?+a?-p? a?+b?-c?
cosAs ———; cosB=——; cosC= ——mMM;
2bc 2ac 2ab
u 1
Factor[—— -2 - —]
v cosA cosB cosC

0

Asi que la razoén de la homotecia que lleva (Q1Q2Q3 en S155535 puede
expresarse como

1

k=2 )
+ cos Acos BcosC




