Ejercicio 146 Construcciones de triangulos Applet CabriJava (2304-405)

P
Dados los radios rg, 1y, 1. de las circunferencias exinscritas al tridngulo ABC', determinar las longitudes

de los lados a, b, ¢ del mismo en funcién exclusivamente de los radios anteriores.

SOLUCION:
Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nimero 470.
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm
Propuesto por Vicente Vicario Garcia, I.E.S. El Sur, Huelva; con el siguiente enunciado:
Dados los radios rq, 1y, 7 de las circunferencias exinscritas al tridngulo ABC, deter-

minar las longitudes de los lados a, b ,c del mismo en funcion exclusivamente de los
radios anteriores.

T

Con el fin de evitar denominadores en las expresiones de las coordenadas de los puntos, vamos a utilizar coordenadas
homogéneas (z,y, z) en el plano afin euclideo ampliado con la recta del infinito, relativas a un sistema rectangular (la
coordenada homogénea serd la tercera en cada terna que represente un punto).

—_—
El vértice A del tridngulo ABC' lo tomamos en el origen de coordenadas y el vértice B en el eje de abscisas. Dados
las longitudes de los radios r, 3 y 7 de las circunferencias exinscritas relativas a los vértices A, By C, respectivamente,
los centros I,, I, e I. de estas circunferencias los vamos a localizar en las rectas de ecuaciones y = r,,y =1 € y = —7T¢.

Tomemos un punto arbitrario I’ (t,7r,,1). Si éste fuera el centro de la circunferencia exinscrita relativa a A, el
centro Ij de la exinscrita relativa a B, es el punto de interseccién de la recta y = r;, con la perpendicular a AI], por A:
t
Y =Ty, y=——x, Il;(_’ra’f‘b,Tbt,t).

a

Las tangentes interiores a las circunferencias I'), y '} con centros en I}, e I} y tangentes al eje de abscisas, formarén,
—_

con éste, un tridngulo variable AB’C’ (con B’ en el eje de abscisas), del que deberemos obtener el exincentro I.
Cuando este exincentro esté en la recta y = —r., tendremos localizado el tridangulo cuyos radios de sus circunferencias
exinscritas sean los dados.

Por tanto, vamos a localizar el lugar geométrico de I’ cuando t varfa (es decir, cuando I, varfa en y = r,).
Primeramente, vamos a obtener las coordenadas del centro interior H de semejanza de las circunferencias I'), y T'}.
Este puede ser determinado por la interseccién de la recta I} I}, que pasa por sus centros, con la recta que pasa por el
punto de tangencia (¢,0,1) de I'), con AB" y por el simétrico (—rq7s, 2rpt,t) del punto de tangencia de I'; con AB’,
respecto a su centro I}; es decir, el punto H es el de interseccién de las rectas:

(Ta —rp)tr — (rory +t2)y + r2ry, +1pt2 = 0, 2rypta + (rory +12)y — 2rpt® = 0, H(rb(—r?l +12), 2rmpt, (rq + rb)t).
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http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ct.pdf#ej2304
http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gtre2304.htm
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Las [fangentes comunes| a las circunferencias I'), y I') por H, teniendo en cuenta que la circunferencia I'), tiene por
ecuacién z2 + y? — 2trz — 2r,y + 2 = 0, son:

(2ratz + (r2 — £2)y) (2rpta — (17 — )y + 2rary — 2rt%) = 0.
Estas tangentes cortan al eje de abscisas en A(0,0,1) y en B'(—7rqry + t2,0,1).

La interseccién de las rectas Al y B'I} dan el punto I):

t
Y= —T—m, Tat® — raryy + 121y — rot? = 0, Il (’I”a(—TaT'b +t2), rarpt — 13, (g + rb)t) .
a

Eliminado ¢ entre las coordenadas de I, obtenemos la ecuacién cartesiana de la cibica que él recorre, cuando I,
varia:

’ (rq +1p)22%y — 14 (rp2? — roy?) = 0. ‘

TaTh

Esta curva tiene una asintota horizontal y = , por lo tanto, corta a la recta y = —r. sélo en dos puntos

Ta Ty
propios, de abscisas:
Talc

\/Tarb + 7T + TeTa .

Procediendo de forma anéloga, partiendo como origen en B, en vez de en A, se obtendrd como abscisa de I:

TpTe
VTalh + 1orc + Tera

En consecuencia, la longitud del lado AB es la suma del valor absoluto de estas dos abscisas:

. re(Ta + 7)
Vel + ToTe + Telq

Notas adicionales:

P
Dados los radios 7, 7y, 7. de las circunferencias exinscritas a un tridangulo ABC, se puede construir éste, con regla
y compas ya que es construible el punto:

TpTc
1. ,—Ta | -
\/Tarb + Tpre + TeTq

La recta Al., permite determinar [, y la perpendicular por A a Al. puede ser utilizada para determinar I,. Con
la recta I,1. determinamos By, finalmente, el vértice C' es la interseccién de la recta simétrica de AB respecto a Al,
y de la simétrica de B A respecto a BI,.

En la figura del principio aparece la gréfica de la cibica 8z2y — 3(522 — 3y?) = 0, para los valores particulares
re = 3,75 =5y r. =4, obtenida con MATHEMATICA:

<< "Graphics‘ImplicitPlot‘"

ImplicitPlot [8x"2y-3(5x~2-3y~2)== 0, {x, -5, 5},
AspectRatio -> Automatic, PlotRange -> {-5, 6}]

http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/trresolu.pdf
http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejct2304.pdf
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