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1.- Introducción 
 
 Este humilde trabajo tiene su génesis e inspiración en el de D. Francisco Javier 
García Capitán que se publicó en esta revista con motivo del problema 400 de 
triánguloscabri y titulado “La desigualdad de Weitzenböck”. En él se analizaba esta  
famosa desigualdad y se proponían múltiples demostraciones alternativas de la misma. 
También se establecía una cadena de desigualdades que conducía, al final de la misma, 
a la desigualdad de Weitzenböck. Finalmente, se refinaba esta desigualdad con la 
también famosa desigualdad de Finsler-Hadwiger, más general y precisa que la anterior. 
 

Este artículo es en cierta medida una continuación natural del de García Capitán 
sobre la desigualdad de Weitzenböck, pero ahora proponemos el análisis y la reflexión 
de posibles refinamientos de la desigualdad de Finsler-Hadwiger, a la que 
denominaremos por brevedad desigualdad FH.  
 
2.- Las desigualdades de Weitzenböck y Finsler-Hadwiger 
 
 En este apartado recordaremos el contenido de estas dos famosas desigualdades 
dando dos demostraciones alternativas de cada una de ellas. Esto constituirá el punto de 
arranque de nuestro trabajo. 
 
 La primera desigualdad fue publicada por R. Weitzenböck en 1919 [1], pero 
también apareció como problema de olimpiadas matemáticas en 1961. La desigualdad 
establece que si a, b, c son los lados de un triángulo y ∆ su área, se tiene que 
 

∆⋅≥++ 34222 cba  
 
con igualdad si y sólo si el triángulo es equilátero. Damos aquí dos demostraciones 
sencillas de la misma, de entre la gran variedad y posibilidad de demostraciones 
existentes. 
 
Demostración 1: Empleando el teorema de los cosenos, una expresión para el área del 
triángulo y la fórmula del coseno de una suma de dos ángulos, tenemos que 
 

 
( ) 0)3/cos(14)(2

32)cos2(34
2

2222222

≥−−+−=
=⋅−−+++=∆⋅−++

πCabba

absenCCabbabacba
 

 
dándose la igualdad si y sólo si ba = y 3/π=C , es decir, si y sólo si el triángulo es 
equilátero.■ 
 
Demostración 2: Utilizaremos las famosas sustituciones de Ravi zya += , xzb += , 

yxc += , para 0,, >zyx . La desigualdad de Weitzenböck, teniendo en cuenta la 
fórmula de Herón, es equivalente a 
 

( ) xyzzyxyxxzzy )(48)()()(
2222 ++≥+++++  

 
que podemos obtener de la siguiente manera 
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( ) )(316)(16)()()( 22222 yzxyzxyzyzxyxyzxyzyxxzzy ⋅+⋅+⋅⋅≥++≥+++++  
 
donde usamos las desigualdades pqqp 222 ≥+  y )(3)( 2 rpqrpqrqp ++≥++ .■ 
 
 Se puede demostrar también que en todo triángulo ABC la siguiente cadena de 
desigualdades es válida 
 

∆⋅≥≥⋅≥++≥++≥++ 34183 3 222222 Rrcbaabccabbcacabcabcba  
 
lo que mejora notablemente la desigualdad de Weitzenböck. 
 
 En 1937, Finsler y Hadwiger [2] encontraron una versión más fuerte que la 
desigualdad de Weitzenböck. Establecieron que si a, b, c son los lados de un triángulo y 
∆  su área, se tiene la desigualdad 
 

222222 )()()(34 accbbacba −+−+−+∆⋅≥++  
 
que podemos reescribir en la forma equivalente 
 

∆⋅≥++−++ 34)(222 222 cbacabcab  
 
Demostración 1: Después de las sustituciones de Ravi zya += , xzb += , yxc += , 
para 0,, >zyx , llegamos a 

    )(3 zyxxyzzxyzxy ++≥++  

 
que se obtiene a partir de la identidad 

2

)()()(
)(3)(

222
2 xyzxzxyzyzxy

zyxxyzzxyzxy
−+−+−=++−++    ■ 

 
Demostración 2: Existen varias formas alternativas de llegar a la siguiente identidad 
 

2
tan

2
tan

2
tan

4

)(222 222 CBAcbacabcab ++=
∆

++−++
 

 
y por la convexidad de la función xxf tan)( =  en )2/,0( π , la desigualdad de Jensen 
permite afirmar que 
 

3
3

2/2/2/
tan3

4

)(222 222

=






 ++⋅≥
∆

++−++ CBAcbacabcab
 ■ 

 
 Por otra parte, es importante hacer notar que a partir de las identidades bien 
conocidas 22 4 rRrsbc ++=∑ , y )4(2 222 rRrsa −−=∑  es inmediato observar que 

la desigualdad de Finsler-Hadwiger es equivalente a la siguiente desigualdad 
 

rRscbacabcab +≤⋅⇔∆⋅≥++−++ 4334)(222 222  
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3.- Refinamientos de la desigualdad de Finsler-Hadwiger 
 
 En este apartado exponemos distintos refinamientos de la desigualdad FH. 
Algunos mantienen la forma original de esta desigualdad, pero otros no lo hacen.  
Dichos refinamientos introducen nuevas e importantes desigualdades en la geometría 
del triángulo. 
 
3.1. Refinamientos de C. Lupu y C. Pohoata 
 
 Es importante indicar que C. Lupu [3] proporcionó una nueva demostración 
elemental de la desigualdad FH usando exclusivamente la desigualdad entre las medias 

aritmética y geométrica y la siguiente desigualdad de Mitrinovic Rs
2

33≤ , que se 

puede demostrar fácilmente, a partir del teorema de los senos generalizado 
 

senCsenBsenA
R

c

R

b

R

a

R

cba

R

s ++=++=++=
2222

 

 
y la desigualdad de Jensen aplicada a la función senxxf =)(  en ),0( π  
 

2

33

3
3

3
3 =⋅=







 ++⋅≤++ π
sen

CBA
sensenCsenBsenA  

 
 Veamos a continuación una importante desigualdad que necesitaremos más 
adelante. La desigualdad de Schur establece que para números reales positivos x, y, z y t 
un número real, tenemos la desigualdad siguiente 
 

0))(())(())(( ≥−−+−−+−− xzyzzzyxyyzxyxx ttt  
 
 El caso que vamos a considerar es tal que 1=t , con lo que la desigualdad 
anterior toma la forma siguiente 
 

)()()(3333 xzzxzyyzyxxyxyzzyx +++++≥+++  
 
que podemos reescribir en la forma equivalente 
 

))((6333 zxyzxyzyxxyzzyx ++++≥+++  
 
y usando la identidad 
 
  ))((3 222333 zxyzxyzyxzyxxyzzyx −−−++++=−++  
 
llegamos fácilmente a la siguiente desigualdad 
 

zyx

xyz
zyxzxyzxy

++
≤++−++ 9

)()(2 222     [*] 
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 Necesitamos ahora dar una nueva forma a la desigualdad de Schur mediante el 
siguiente lema. 
Lema: Para todos números reales positivos m, n, p tenemos la siguiente desigualdad 
 

)(2
9

pnm
pmnpmn

mnp

n

pm

m

np

p

mn ++≥
++

+++  

 
Demostración: Denotando por mx /1= , ny /1= , pz /1= , obtenemos la desigualdad 
equivalente 

⇔++≥
++

+++
xyz

zxyzxy

zyxxy

z

zx

y

yz

x )(29
  

zyx

xyz
zyxzxyzxy

++
≤++−++ 9

)()(2 222  

 
que ya sabemos que es cierta. 
 
 Pasemos a estudiar los dos refinamientos a la desigualdad FH propuestos por C. 
Lupu y C. Pohoata  [4]. El primero es más elemental que el segundo y requiere una 
demostración más breve. 
 
Refinamiento 1: En todo triángulo ABC de lados a, b, c,  área ∆  y radios R y r de las 
circunferencias circunscrita e inscrita, respectivamente, se cumple la desigualdad 
 

222222 )()()()4(232 accbbarRrcba −+−+−+++∆⋅≥++  
 
Demostración: podemos reescribir la desigualdad en la forma siguiente 
 

)4(232)()(2 222 rRrcbacabcab ++∆⋅≥++−++  
 

y utilizando las identidades ya conocidas 22 4 rRrscabcab ++=++ , y 
)4(2 22222 rRrscba −−=++ , la desigualdad es equivalente a esta otra 

 

srRrRrrRr ⋅≥+⇔++∆⋅≥+ 34)4(232416 2  
 
lo que demuestra la proposición. 
 
Refinamiento 2: En todo triángulo ABC de lados a, b, c,  área ∆  y radios R y r de las 
circunferencias circunscrita e inscrita, respectivamente, se cumple la desigualdad 
 

222222 )()()(
4

)2(4
34 accbba

rR

rR
cba −+−+−+

+
−+⋅∆≥++  

 

Demostración: Poniendo en el lema anterior )(
2

1
acbm −+= , )(

2

1
bacn −+=  y 

)(
2

1
cbap −+= , tenemos que 
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)(2
))((

))()((9

)(

))((
cba

bacacb

cbabacacb

cba

bacacb ++≥
−+−+

−+−+−++
−+

−+−+
∑

∑
 

 
donde el símbolo sumatorio corresponde a sumas cíclicas. Por otra parte, por la fórmula 
de Herón 28))()(( srcbabacacb =−+−+−+ , la desigualdad es equivalente a  
 

    ∑ ∑ ⇔≥
+

+
−

−−⇔≥
+

+
−+

−+−+
s

rR

sr

cs

bsas
s

rR

sr

cba

bacacb
2

4

9

)(

))((
4

4

18

)(

))((
 

 ∑ ≥
+

+−− 22
32

22 2
4

9
)()( rs

rR

rs
bsas  

 
y, teniendo en cuenta la identidad, de demostración inmediata 
 

( )∑ ∑ −−−=−− 22222 2))(()()( rsbsasbsas  

 
tenemos entonces la desigualdad 
 

   ( ) 22
32

222
2

4

9
2))(( rs

rR

rs
rsbsas ≥

+
+−−−∑  

 
y puesto que )4())(( rRrbsas +=−−∑ , tenemos las desigualdades equivalentes 

 

4
4

94
4

4

9
)4(

2
22

32
22 ≥

+
+







 +⇔≥
+

++
rR

r

s

rR
rs

rR

rs
rRr  

 
Por otra parte, de las identidades ya mencionadas para ∑bc, y ∑ 2a , se tiene 

fácilmente que 

∆
++−++=+

4

)()(24 222 cbacabcab

s

rR
 

 
y entonces, teniendo en cuenta que rR 2≥  (desigualdad de Euler-Chapple), la 
desigualdad se reescribe finalmente en las formas 
 

⇔
+

−≥








∆
++−++

rR

rcbacabcab

4

9
4

4

)()(2
2222

 

( ) ⇔
+

−+≥








∆
−−−−−−++

rR

rRaccbbacba

4

)2(4
3

4

)()()()(
2222222

 

222222 )()()(
4

)2(4
34 accbba

rR

rR
cba −+−+−+

+
−+⋅∆≥++  

 
lo que concluye la demostración. 
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3.2 Refinamiento de Bilchev y Vlamos 
 
 Otro de los refinamientos de la desigualdad de Finsler-Hadwiger tiene su origen 
en la desigualdad de Iskren Pushkarov que apareció en la revista búlgara Mathematics 
and Informatics, N2, 1999 [5], con la siguiente formulación y que a partir de aquí 
denominaremos desigualdad IPI.  
Desigualdad IPI (I. Pushkarov):  

“Para todo triángulo ABC se tiene la desigualdad: 3≥
+

+
+

+
+ ccbbaa hr

c

hr

b

hr

a
 ”. 

donde ah  y ar son la altura relativa al lado BC, y el radio de la circunferencia exinscrita 

tangente al mismo lado del triángulo, respectivamente. Análogamente para los demás 
términos de la desigualdad. 
 
 Los autores A. Antonov y A. Simeonov [6] demostraron la desigualdad de 
Pushkarov reduciéndola previamente con la ayuda de expresiones bien conocidas. 

Teniendo en cuenta que 
as

ra −
∆=  y 

a
ha

∆= 2
, (análogamente para los demás términos) 

y sustituyendo todos ellos, entonces es trivial ver que la desigualdad de Pushkarov es 
equivalente a la desigualdad 
 

∆⋅≥
+
−+

+
−+

+
−

3
)()()( 222

ba

csc

ac

bsb

cb

asa
 

 
que denominaremos a partir de ahora desigualdad ASPI. Como indican Bilchev y 
Vlamos en su artículo [7], las desigualdades IPI o ASPI tienen interés científico en sí 
mismas porque mejoran otras desigualdades clásicas bien conocidas. Desgraciadamente, 
para la demostración de la desigualdad IPI, Antonov y Simeonov recurrieron a 
asistentes informáticos a lo largo del proceso, lo cual indica que es conveniente intentar 
simplificar la propia demostración y buscar caminos más fructíferos para comprender la 
propia desigualdad.  Es aquí donde Bilchev y Vlamos proponen en su artículo “About 
some improvements of the Finsler-Hadwiger´s inequality” una demostración completa 
de la desigualdad IPI (ó ASPI) sin recurrir a asistentes informáticos, e incluso proponen 
generalizaciones a la desigualdad. 
 
 Antes de continuar pondremos en función de sumas cíclicas la desigualdad de 
Finsler-Hadwiger en la forma  
 

∆⋅≥−−−++=−∑∑ 342222 2222 cbaabcabcabc  

 
 Bilchev y Vlamos demostraron que la desigualdad IPI (ó ASPI) es mejor que la 
desigualdad de Finsler-Hadwiger. Esto significa que  
 

∑∑∑ −≤
+
−≤∆⋅ 2

2

2
)(

434 abc
cb

asa
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 Demostremos la desigualdad ∑∑∑ −≤
+
− 2

2

2
)(

4 abc
cb

asa
, denotando por 

∑ +
−=
cb

asa
M

)(2

. Es entonces claro que tenemos  

∑∑∑ +
−=







 −
+

−=−+
cb

asa
s

cb

a
asaasaM

)(
21)()(  

y entonces 

∑ ∑ ∑ ∑ +
−=







 −
+

−=−+−+
cb

as
s

cb

a
assassasaM 241)(2)(2)(  

 
 Por otra parte, las siguientes identidades son bien conocidas. La última de ellas 
se puede obtener con un poco más de esfuerzo. 
    
    22 4 rRrsbc ++=∑  

    )4(2 222 rRrsa −−=∑  

∑ 








++
++=

+
−

)2(

23
21

2

1
2 Rrrs

rR
r

cb

as
 

 
donde R, r y s son los radios de la circunferencia circunscrita, inscrita y el 
semiperímetro del triángulo, respectivamente. Entonces, tenemos que 
 

Rrrssssaasassasa 822)23(2)(2)( 222 ++=−+−=−+− ∑∑∑∑ . 

 
y por tanto, tenemos para M 
 










++
++−+=

=
++

++−+=−−−








++
++=

)2(

)32)(2(2
322

)2(

)4)(2()32(
2822

)2(

23
212

2

2

2
22

2
2

Rrrs

RrRrr
rRr

Rrrs

RrRrrrRs
rRrrs

Rrrs

rR
rsM

 
 Por otra parte, de la conocida identidad Rrrabc 1642 22 +=−∑∑ , obtenemos 

 

⇔
++

++−+≥+⇔≥−∑∑
)2(

)32)(2(4
64442

2
2

Rrrs

RrRrr
rRRrMabc  

     

)2)(4(
5

3
)4)(2(35

)32)(2(4)2(555
)2(

)32)(2(4

22

2
2

RrRrsRrRrs

RrRrRrrs
Rrrs

RrRr

++≤⇔++≤

⇔++≤++⇔≥
++

++

 

 
y la última desigualdad es cierta. Esto se ve al aplicar una de las dos desigualdades de 
Gerretsen 222 344 rRrRs ++≤ , y la desigualdad de Euler-Chapple Rr ≤2 , teniendo 
que se cumple 
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)32)(2(2012240)2)(4(
5

3
344 2222 rRrRrRrRRrRrrRrR +−≤⇔−−≤⇔++≤++

 
  
con lo que la desigualdad es cierta. 
 

 Por otra parte, la demostración de la segunda desigualdad ∑ +
−≤∆⋅
cb

asa )(
3

2

, 

es bastante más larga y refinada que la anterior. El lector la puede revisar en el artículo 
[7] para todos sus detalles. Únicamente expondremos aquí, las bases fundamentales de 
la misma. Notemos que la desigualdad es equivalente a las siguientes desigualdades 
 

 

[ ] ( ) ⇔++⋅≥+−++++

⇔⋅≥








++
++−+=

)2(3))32(232)(2()32(2

3
)2(

)32)(2(2
322

32

2

RrsrsRrrRRrrsrR

rs
Rrrs

RrRrr
rRrM

 

 

 0)4)(2(2)2(3)32(23 23 ≤++++⋅++−⋅ RrRrrsRrrsrRs  
 
 Llegados aquí, los autores (Bilchev-Vlamos) indican que la desigualdad 
obtenida es única en su género puesto que es una cúbica en s con no todos sus 
coeficientes positivos, lo que complica extraordinariamente su tratamiento. 
Afortunadamente algunos cambios de variable y otra serie de consideraciones permiten 
demostrar la certidumbre de la desigualdad, con lo que concluiría la demostración. 
 
 
3.3 Refinamiento de Pohoata 
 
 Cinco años más tarde de que en 1937, Finsler y Hadwiger propusieran su 
refinamiento a la desigualdad de Weitzenböck, D. Pedoe [8] demostró una importante 
desigualdad que comúnmente se conoce como desigualdad de Neuberg-Pedoe..Esta 
desigualdad afirma que si a, b, c y x, y, z son los lados de dos triángulos ABC y XYZ con 
áreas S y T, respectivamente, entonces se tiene que 
 

STzyxcyxzbxzya 16)()()( 222222222222 ≥−++−++−+  
 
con igualdad si y sólo si los triángulos ABC y XYZ son semejantes. 
 
 Varias demostraciones de esta desigualdad se han publicado, pero la que 
exponemos aquí es quizá una de las más sencillas. 
 
Demostración: Consideremos dos triángulo 111 CBA  y 222 CBA  en el mismo plano. Sin 
pérdida de generalidad, podemos suponer que las coordenadas de sus vértice son la 
siguientes: ),0( 11 pA , )0,( 21 pB , )0,( 31 pC , ),0( 12 qA , )0,( 22 qB , )0,( 32 qC . Entonces, de la 

desigualdad xyyx 222 ≥+ , se sigue que 
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STpqqqpppqqqpp

qpqppqqqpp

qqqppqqqppqqqpp

cbacbacbacba

16)()(4))((2))((2

)(2).(2)(2

)22)(()22)(()22()(

)()()(

123123
2

123
2

123

2
3223

2
1

2
23

2
1

2
23

32
2

3
2

2
2

132
2

2
2

3
2

121
2

1
2

23

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

=−⋅−≥−+−

≥−+−+−

=−++−+++−

=−++−++−+

 

 
 Para llegar al refinamiento de C. Pohoata [9] necesitamos un lema que a veces se 
conoce como lema de Conway. 
Lema: Sean u, v, w tres números reales tales que vuuwwv +++ ,,  y uvwuvw ++ son 
todos no negativos. Entonces existe un triángulo XYZ con longitudes de sus lados 

wvYZx +== , uwZXy +== , vuXYz +== . Este triángulo satisface las 

relaciones uxzy 2222 =−+ , vyxz 2222 =−+ , wzyx 2222 =−+ . El área T de este 

triángulo es uvwuvwT ++=
2

1
. Si ZXYX ∠= , XYZY ∠= , YZXZ ∠= son los 

ángulos de este triángulo, entonces se cumple que 
T

u
X

2
cot = ,

T

v
Y

2
cot = ,

T

w
Z

2
cot = . 

Demostración: Dado que los números vu + , wv + , uw+  son no negativos, sus raíces 

cuadradas vu + , wv + , uw+ existen, y evidentemente son también no negativas. 

Además, tenemos que wvvuuw +≥+++ , ya que 
 

 wvvuuwvuuwwvvuuw +≥++++++⇐+≥+++ ))((2)()(  

           

0

)())((

2))((2
2

≥++⇐
−≥++⇐

−≥++⇐

uvwuvw

uvuuw

uvuuw

 

 
 De forma análoga se demuestran las otras dos desigualdades. Entonces existe un 

triángulo XYZ de lados wvYZx +== , uwZXy +== , vuXYz +== . Además 
 

uwvvuuwxzy 2)()()(222 =+−+++=−+  
 
y análogamente para las otras dos cantidades. Utilizando la conocida identidad 
 

T

zyx
Z

4
cot

222 −+=  

 
se deduce que TwZ 2/cot = , y análogamente TuX 2/cot =  y TvY 2/cot = . 
Finalmente, a partir de la conocida identidad trigonométrica para los ángulos de un 
triángulo  

1cotcotcotcotcotcot =++ YXXZZY  
 
y sustituyendo por las relaciones anteriores, tenemos que 
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241
222222

Twuvwuv
T

v

T

u

T

u

T

w

T

w

T

v =++⇔=⋅+⋅+⋅  

 

y, en consecuencia wuvwuvT ++=
2

1
, lo que concluye la demostración del lema. ■ 

 
El refinamiento de C. Pohoata a la desigualdad FH viene dado por el siguiente teorema. 
Teorema: Sea ABC un triángulo de lados a, b, c, y área ∆  y sean x, y, z números reales 
positivos. Entonces tenemos la desigualdad 
 









⋅−+⋅−+⋅−

++
+∆⋅≥++ 2

2
2

2
2

2
222 2

34 c
z

xyz
b

y

zxy
a

x

yzx

zyx
cba  

 
Demostración: Comenzaremos la demostración utilizando el lema anterior y 
demostrando que si ABC es un triángulo de lados a, b, c y área ∆ , y  u, v, w tres 
números reales tales que los números vuuwwv +++ ,,  y uvwuvw ++  son todos no 

negativos, entonces se tiene que ∆⋅++≥++ wuvwuvwcvbua 4222 . De acuerdo con 
el lema, podemos construir un triángulo XYZ tal como se especifica. Aplicando la 
desigualdad de Neuberg-Pedoe a los triángulos ABC y XYZ tenemos que 
 

Tzyxcyxzbxzya ∆≥−++−++−+ 16)()()( 222222222222  
 
 Por otra parte, por las fórmulas de sustitución dadas en el lema, llegamos a la 
siguiente desigualdad equivalente 
 

wuvwuvwcvbua ++⋅∆≥⋅+⋅+⋅
2

1
16222 222  

que se simplifica a   

∆⋅++≥++ wuvwuvwcvbua 4222  
 

Finalmente, haciendo  
)(2)( 2 yzxyzzyxxyzm −−++=  

)(2)( 2 zxyzxzyxxyzn −−++=  

)(2)( 2 xyzxyzyxxyzp −−++=  
 
entonces nmmppn +++ ,,  son todos positivos, y además 
 

0)(3 2222 ≥++=++ zyxzyxpmnpmn  
 
y, aplicando la conclusión anterior tenemos que 
 

  [ ] ∆⋅++≥⋅−−++∑ 3)(4)(2)( 22 zyxxyzayzxyzzyxxyz  

 
desigualdad que podemos reescribirla en la forma 
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∑ ∆⋅++≥⋅






 −⋅−++ 3)(42)( 2
2

zyxa
x

yzx
zyx  

 
y, que es equivalente a 
 

 







⋅−+⋅−+⋅−

++
+∆⋅≥++ 2

2
2

2
2

2
222 2

34 c
z

xyz
b

y

zxy
a

x

yzx

zyx
cba  

 
Nota: Observemos que para ax = , by = , cz =  y haciendo uso de la identidad 
 

[ ]222333 )()()()(
2

1
3 accbbacbaabccba −+−+−++=−++  

 
la desigualdad se transforma en la desigualdad FH, y por tanto generaliza la misma. 
 
 
3.4 Refinamiento vía transformaciones 
 
 En el artículo ya mencionado [7], se indica que es posible crear una infinidad de 
desigualdades que mejoren constantemente la desigualdad de Finsler-Hadwiger, y 
además, manteniendo su propia estructura. Es bien conocida la transformación siguiente 
 

)(: asaaT −⇒ , 
2

∆
⇒∆  

 
para la que la demostración es relativamente simple, indicando que mantiene la 
desigualdad triangular y reduce el área a la mitad. 
 
 De esta forma, aplicando esta transformación a la desigualdad de Weitzenböck, 
que denotaremos por FH0, obtenemos la desigualdad de Finsler-Hadwiger, que 
denotaremos por FH1. Aplicando de nuevo la misma transformación a la desigualdad 
FH1, obtenemos la desigualdad de Finsler-Hadwiger mejorada FH2, y así 
sucesivamente. Es obvio que cada desigualdad, mejora la desigualdad previa, 
obteniéndose la siguiente cadena de desigualdades cada vez más precisas: 
 

FH0 ∆⋅≥++ 34222 cba    Weitzenböck 
 

FH1 ( )∑ −+∆⋅≥++ 2222 34 cbcba   Finsler-Hadwiger 

 

FH2 ( ) ( )∑∑ −−−+−+∆⋅≥++
22222 )()(234 cscbsbcbcba  

 

FH3 ( ) ( ) ∑∑∑ +−−−+−+∆⋅≥++ 222222 [........]4)()(234 cscbsbcbcba  
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4.- Algunas reflexiones 
  
 Hemos visto una serie de desigualdades que refinan la desigualdad de Finsler-
Hadwiger. A veces se utiliza esta misma desigualdad para refinar desigualdades menos 
precisas. Uno de los refinamientos más sorprendentes a la desigualdad de Weitzenböck 
fue propuesto por G.Tsintsifas de la forma siguiente: 
Teorema (Tsintisifas): “Sean p, q, r tres números reales positivos,  a, b, c las longitudes 
de los lados de un triángulo y ∆  su área, entonces se tiene la desigualdad 
 

∆⋅≥
+

+
+

+
+

32222 c
qp

r
b

pr

q
a

rq

p
 

 
Demostración: Utilizando la desigualdad de Finsler-Hadwiger, es suficiente mostrar que 
 

 ⇔++−++≥
+

+
+

+
+

)()(
2

1 2222222 cbacbac
qp

r
b

pr

q
a

rq

p
 

 ⇔++≥








+
+++









+
+++









+
++ 2222 )(

2

1
cbac

qp

rqp
b

pr

rqp
a

rq

rqp
 

 ( ) 2222 )(
111

)()()( cbac
qp

b
pr

a
rq

qpprrq ++≥








+
+

+
+

+
+++++  

 
donde hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. ■ 
 
Nota: Observemos que la desigualdad de Weitzenböck surge para rqp == , y otras 
múltiples desigualdades interesantes surgen de la misma, por ejemplo con asp −= , 

bsq −= , csr −= , etc. 
  
 Anteriormente hemos comentado que en un triángulo es cierta la siguiente 
cadena de desigualdades 
 

∆⋅≥≥⋅≥++≥++≥++ 34183 3 222222 Rrcbaabccabbcacabcabcba  
 
 Podríamos pensar si la desigualdad FH podría relajarse un tanto sustituyendo el 

término ∆⋅34 de la desigualdad por el valor del penúltimo de la cadena de 
desigualdades, es decir, por 18Rr. Veamos que desgraciadamente esto no es posible 
puesto que tenemos que se cumple la desigualdad 
 

222222 )()()(18 accbbaRrcba −+−+−+≤++  
 
que es equivalente a la desigualdad 
 

cba

abc
Rrcbacabcab

++
=≤++−++ 9

18)()(2 222  

 
que ya sabemos que es cierta, por lo comentado previamente. 
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 Podemos intentar calcular el valor exacto de la expresión ∆⋅−++ 34222 cba  
que aparece como parte constituyente en las desigualdades de Weitzenböck y Finsler-
Hadwiger. En el problema 487 de esta revista, el autor de este artículo propuso 
demostrar la expresión 

[ ]∆⋅−++⋅= 34
18

1 2222 cbaFG  

 
donde FG es la distancia entre el punto de Fermat y el baricentro del mismo. 
Observemos que la expresión proporciona otra demostración de la desigualdad de 
Weitzenböck, y además se obtiene el valor 
 

    2222 1834 FGcba =∆⋅−++  
 
que como se puede observar, es constructible con regla y compás, puesto que el punto 
de Fermat y el baricentro de un triángulo, también lo son. 
 
 En el problema 478 de esta revista, el autor propuso demostrar que si ABC es un 
triángulo donde el mayor de sus ángulos no supera 120º, P es un punto interior y si ∆  es 
su área, entonces se tiene la desigualdad 
 

( ) ∆⋅⋅≥++ 4 32mínimaCPBPAP  

 
 En la solución al problema aparecía la expresión que proporciona la suma de 
distancias mínima de un punto interior al triángulo respecto de sus vértices. Dicha 
expresión viene dada por 

( )
2

34222 ∆⋅+++=++ cba
CPBPAP mínima  

 
Para demostrar la desigualdad pedida bastaba utilizar la desigualdad de Weitzenböck, 
obteniéndose    

( ) ∆⋅⋅=∆⋅≥∆⋅+++=++ 4
222

32
2

38

2

34cba
CPBPAP mínima  

 
 En realidad la desigualdad se puede prolongar, ya que utilizando la desigualdad 

bien conocida sr ≤⋅33 , llegamos a 
 

( ) rrrsCPBPAP mínima 633323232 444 =⋅⋅⋅≥⋅⋅=∆⋅⋅≥++  

 
que es otra desigualdad muy importante en la geometría del triángulo. 
 
 Si en la expresión anterior aplicamos la desigualdad de Finsler-Hadwiger en 
lugar de desigualdad de Weitzenböck, tenemos la desigualdad más refinada 
 

( )
2

)()()(
34

222 accbba
CPBPAP mínima

−+−+−+∆⋅≥++  
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 De este modo podemos ir refinando sucesivamente la desigualdad anterior 
utilizando los refinamientos sucesivos de la desigualdad FH vistos con anterioridad. 
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