REFINAMIENTOS DE LA DESIGUALDAD DE
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1.- Introduccién

Este humilde trabajo tiene su génesis e inspinaervel de D. Francisco Javier
Garcia Capitan que se publicO en esta revista cotivondel problema 400 de
trianguloscabri y titulado L'a desigualdad de Weitzenb&clen él se analizaba esta
famosa desigualdad y se proponian multiples deawstres alternativas de la misma.
También se establecia una cadena de desigualdage®gducia, al final de la misma,
a la desigualdad de Weitzenbock. Finalmente, sieated esta desigualdad con la
también famosa desigualdad de Finsler-Hadwiger,gaasral y precisa que la anterior.

Este articulo es en cierta medida una continuatabaral del de Garcia Capitan
sobre la desigualdad de Weitzenbdck, pero ahonggopeimos el andlisis y la reflexion
de posibles refinamientos de la desigualdad de ldfiradwiger, a la que
denominaremos por brevedad desigualdad FH.

2.- Las desigualdades de Weitzenbock y Finsler-Hadyer

En este apartado recordaremos el contenido de eéssafamosas desigualdades
dando dos demostraciones alternativas de cadaeuaebag. Esto constituira el punto de
arranque de nuestro trabajo.

La primera desigualdad fue publicada por R. Waltbéek en 1919 [1], pero

también aparecio como problema de olimpiadas maiessaen 1961. La desigualdad
establece que 8i b, c son los lados de un triangulaysu area, se tiene que

a’ +b%+c? 243
con igualdad si y solo si el triangulo es equikdtddamos aqui dos demostraciones
sencillas de la misma, de entre la gran variedgobsibilidad de demostraciones

existentes.

Demostracion 1: Empleando el teorema de los cosemasexpresion para el area del
triangulo y la formula del coseno de una suma deahgulos, tenemos que

a? +b% +c? —4/3 [ = a% +b? + (a® + b? — 2abcosC) — 24/3 absenC=
=2(a-b)? +4ab(l-cosC - 77/3))= 0

dandose la igualdad si y séloa=by C=7n/3, es decir, si y solo si el triangulo es
equilaterom

Demostracion 2: Utilizaremos las famosas sustingsode Ravia=y+z, b=z+Xx,
c=Xx+y, paraxVy,z>0. La desigualdad de Weitzenbdck, teniendo en cuknta
férmula de Herdn, es equivalente a

(y+2)2 + 2+ %2 +(x+y)?] 2 48(x+ y + 2)xyz

gue podemos obtener de la siguiente manera



((y+ 2)* +(z+ %)% +(x+ y)z)2 >16(yz+ zx+ xy)* 216B(xy yz+ yz[zx+ xy /2
donde usamos las desigualdag€st q° = 2pq y (p+q+r)* =3(pg+qr+rp).m

Se puede demostrar también que en todo triangBIo la siguiente cadena de
desigualdades es valida

a? +b? +c? = ab+bc+caz av/be +byca + cv/ab = 38/a?b?c? =18Rr = 4/3 D
lo que mejora notablemente la desigualdad de Wtaek.

En 1937, Finsler y Hadwiger [2] encontraron unasiém mas fuerte que la
desigualdad de Weitzenbdck. Establecieron gaelsic son los lados de un triangulo y
A su area, se tiene la desigualdad

a’+b?+c? =2 4J/3M+(a-b)2 +(b-c)? +(c-a)’
gue podemos reescribir en la forma equivalente
2ab+ 2bc+2ca-(a% +b? +c?) = 4/3 @D

Demostracién 1: Después de las sustituciones dedawy +z, b=z+x, c=x+y,

parax,y,z> Q llegamos a
Xy + yz+ zX= /3xyZAX + y + Z)

gue se obtiene a partir de la identidad
_ (xy=y2)® +(yz=29° + (2= xy)?
2

(Xy+yz+2zX)? = 3xyzZX+ Y+ 2)

Demostracion 2: Existen varias formas alternatd@diegar a la siguiente identidad

2ab+2bc+2ca-(a®+b*+c®) . A B C
= tan— + tan— + tan—
ZAVAN 2 2 2

y por la convexidad de la funcioh(x) =tanx en (0,7 /2), la desigualdad de Jensen
permite afirmar que

a2 4 R2 42
2ab+2bc+2021A(a +b% +c )ZBDar(A/2+Bé2+C/2]=\/§I

Por otra parte, es importante hacer notar quertr pi@ las identidades bien
conocidas) bc=s*+4Rr+r2,y > a’ =2(s’ -~4Rr-r?) es inmediato observar que
la desigualdad de Finsler-Hadwiger es equivaletgesauiente desigualdad

2ab+2bc+2ca— (a2 +b? +c?) = 4/3D = J3B< AR+



3.- Refinamientos de la desigualdad de Finsler-Hadger
En este apartado exponemos distintos refinamiedeoda desigualdad FH.
Algunos mantienen la forma original de esta destuh pero otros no lo hacen.

Dichos refinamientos introducen nuevas e importauiesigualdades en la geometria
del triangulo.

3.1. Refinamientos de C. Lupu y C. Pohoata

Es importante indicar que C. Lupu [3] proporciomda nueva demostracion
elemental de la desigualdad FH usando exclusivariardesigualdad entre las medias

aritmeética y geométrica y la siguiente desigualdadMitrinovic SS%R, que se

puede demostrar facilmente, a partir del teoremasisenos generalizado

s_atb+tc_a b € _ A senBtsenc
R 2R 2R 2R 2R

y la desigualdad de Jensen aplicada a la fun€igg = senxen (0, 77)
senAt senB+ senC< BEe{i:;Cj = 3Edseng = ¥

Veamos a continuacion una importante desigualdaal mecesitaremos mas
adelante. La desigualdad de Schur establece gaenpareros reales positivesy, zy t
un namero real, tenemos la desigualdad siguiente

X (X=y)(x=2)+y (y=-X)(y-2) +2'(z-y)(z-X) 20

El caso que vamos a considerar es tal jge, cobh lo que la desigualdad
anterior toma la forma siguiente

X +y® + 2% +3xyz= xy(x+ Y) + yz(y + 2) + zX(Z + X)
gue podemos reescribir en la forma equivalente
X%+ Yy + 7% +6xyz= (X+ Y+ 2)(Xy + yz+ zX)
y usando la identidad
X2+ y + 2% -3xyz= (X+y+2)(X* +y* +2° —xy—-yz—zX)
llegamos facilmente a la siguiente desigualdad

9xyz

2(xy+yz+zX) - (x> +y*+7%) <
X+y+2z

[*]



Necesitamos ahora dar una nueva forma a la dédaglde Schur mediante el
siguiente lema.
Lema:Para todos numeros reales positivos m, n, p tendasiguiente desigualdad

mn_np_pm_ 9mnp
p m n  mn+np+pm

>2(m+n+ p)

Demostracién: Denotando por=1/m, y=1/n, z=1/ p, obtenemos la desigualdad
equivalente

X, y,z, 9 22(xy+yz+zx)®
YZ ZX Xy X+y+z Xyz
Oxyz

2xy+yz+ 29 = (X* +y? +2°) s — =
X+y+z

que ya sabemos que es cierta.
Pasemos a estudiar los dos refinamientos a lgwddad FH propuestos por C.
Lupu y C. Pohoata [4]. El primero es mas elemeqted el segundo y requiere una

demostracidon mas breve.

Refinamiento 1En todo triangulo ABC de lados a, b, ¢, arAay radios Ry r de las
circunferencias circunscrita e inscrita, respectivente, se cumple la desigualdad

a?+b?+c?2=2J3M+2r(4R+r)+(a-h)> +(b-c)? +(c-a)?
Demostracién: podemos reescribir la desigualddd &rma siguiente
2(ab+bc+ca) - (% +b? +¢?) = 23+ 2r (4R +r)

y utilizando las identidades ya conocidab+bc+ca=s*>+4Rr+r?, vy
a®+b*+c® =2(s*> -4Rr-r?), la desigualdad es equivalente a esta otra

16Rr+4r2 = 2\/3[M +2r (4R+1) = 4R+r1 =/33
lo que demuestra la proposicion.

Refinamiento 2En todo triangulo ABC de lados a, b, ¢, arAay radios Ry r de las
circunferencias circunscrita e inscrita, respectivente, se cumple la desigualdad

a2 +b? + ¢ 24Aq/3+m+(a—b)2 +(0-0) +(c-a)’
4R+

Demostracién: Poniendo en el lema anter'mr:%(b+c—a), n:%(c+a—b) y

p= %(a+ b-c), tenemos que



z (b+c-a)(c+ta-b) N 9(b+c-a)(c+a-b)(atb-c) > 2a+b+0)

(a+b-c¢) > (b+c-a)(c+a-h)
donde el simbolo sumatorio corresponde a sumasascPor otra parte, por la férmula
de Heron(b+c—-a)(c+a-b)(a+b-c) =8sr?, la desigualdad es equivalente a

Z(b+c—a)(c+a—b)+ 18sr > ds o z(s—a)(s—b)+ Osr
(a+b-c) AR+r (s—c) 4R+

9s°r®
s—a)’(s-b)* +———>2s%r?
Z( A ) AR+
y, teniendo en cuenta la identidad, de demostranibediata

3 (s-a)%(s-b)* = (3 (s-a)(s-b)) - 257>

tenemos entonces la desigualdad
2.3

9sr
s—a)(s—b)) —2s%r2 + = > 2g?r?
(Z( ) )) AR+

y puesto queZ(s— a)(s—-b) =r(4R+r), tenemos las desigualdades equivalentes

>4
4R+r

2.3 2
r2(4R+r)2+—9$r >4s°r? o (4R+rj P
4R+ S

Por otra parte, de las identidades ya mencionaaizaasE bc, y Zaz , Se tiene
facilmente que

4R+r _ 2(ab+bc+ca) - (@ +b* +c?)
S ZAVAN

y entonces, teniendo en cuenta q&e=2r (desigualdad de Euler-Chapple), la
desigualdad se reescribe finalmente en las formas

(2(ab+bc+ca)—(a2 +b? +02)J2 Lgo

an AR+T
(a2 +b* +c*) - ((a-b)* = (b-0)* - (c=a)?)) _ 5, 4R-21) _
4 4R+

a2 +b? + ¢ 24Aq/3+m+(a—b)2 +(0-0) +(c-a)’
4R+

lo que concluye la demostracion.



3.2 Refinamiento de Bilchev y Vlamos

Otro de los refinamientos de la desigualdad dsl&irHadwiger tiene su origen
en la desigualdad de Iskren Pushkarov que apaegcla revista bulgarMathematics
and Informatics N2, 1999 [5], con la siguiente formulacion y qaepartir de aqui
denominaremos desigualdad IPI.

Desigualdad IPI (I. Pushkarov):

“ParatodotriénguloABCsetieneIadesigualdadf—h+ b +C >3 "

r,+h r.+h
dondeh, y r,son la altura relativa al lad8C, y el radio de la circunferencia exinscrita

tangente al mismo lado del triangulo, respectivamefAnalogamente para los demas
términos de la desigualdad.

a a

Los autores A. Antonov y A. Simeonov [6] demogirada desigualdad de
Pushkarov reduciéndola previamente con la ayudaexggesiones bien conocidas.

: A 27 . e
Teniendo en cuenta quge =—— y h, =—, (analogamente para los demas términos)
s-a a

<

y sustituyendo todos ellos, entonces es trivialqueg la desigualdad de Pushkarov es
equivalente a la desigualdad

2 _ 2 _ 2 _
a“(s a)+b(s b)+c(s C)Z\/?’m
b+c c+a a+b

que denominaremos a partir de ahora desigualdad. A&#mo indican Bilchev y
Vlamos en su articulo [7], las desigualdades IRAIS#| tienen interés cientifico en si
mismas porque mejoran otras desigualdades cldsieasonocidas. Desgraciadamente,
para la demostracion de la desigualdad IPIl, Antogo®imeonov recurrieron a
asistentes informéaticos a lo largo del procesaull indica que es conveniente intentar
simplificar la propia demostracion y buscar camimas fructiferos para comprender la
propia desigualdad. Es aqui donde Bilchev y Vlaprogponen en su articuldAbout
some improvements of the Finsler-Hadwiger’s inegyialina demostracion completa
de la desigualdad IPI (6 ASPI) sin recurrir a &sitgs informaticos, e incluso proponen
generalizaciones a la desigualdad.

Antes de continuar pondremos en funcion de suridisas la desigualdad de
Finsler-Hadwiger en la forma

ZZbc—Za2 =2bc+2ca+2ab—a-b?-c? > 4/3 M

Bilchev y Vlamos demostraron que la desigualdaddASPI) es mejor que la
desigualdad de Finsler-Hadwiger. Esto significa que

43 < 4zws 2> bc-> a’



Demostremos la deS|guaIdadzm<ZZbc > a?, denotando por
+C

a‘(s—a
M = z ( )Esentoncesclaroquetenemos
b+c

M +Za(8—a) = Za(s—a)(b%ac_lj - ZSZ a(bS;:)

y entonces

M +> a(s—a)+2s) (s-a) =2s) (s a)( —lj— szz

b+c

Por otra parte, las siguientes identidades sandmaocidas. La ultima de ellas
se puede obtener con un poco mas de esfuerzo.
D bc=s?+4Rr+r?
D a?=2(s*-4Rr-r?)
s—a :1 142 3R+2r
b+c 2 s“+r(r +2R)

donde R, r y s son los radios de la circunferencia circunscritascrita y el
semiperimetro del triAngulo, respectivamente. Emsnienemos que

Y a(s-a)+2s) (s-a)=sy a- )y a’+2s(3s—2s) =2s” +2r* +8Rr.
y por tanto, tenemos paké

3R+ 2r
s?+r(r +2R)
2r(r + 2R)(2r +3R)

s?+r(r+2R)

s*(2R+3r) —r(r + 2R)(r +4R) _
s?+r(r +2R)

M :25{1+2r j—252—2r2—8Rr=2r

= 2r(2R+3r -

Por otra parte, de la conocida identid2¥ bc- > a® = 4r* +16Rr, obtenemos

4r(r + 2R)(2r +3R)
s +r(r +2R)

2) bc-> a’24M < r +4R=4R+6r -

A(r +2R)(2r +3R) _

>5 o 58° +5r(r +2R) < 4(r + 2R)(2r +3R) =
s®+r(r +2R)

55 <3(r +2R)(r +4R) = s < g(r +4R)(r + 2R)

y la ultima desigualdad es cierta. Esto se ve itapuna de las dos desigualdades de

Gerretsens” < 4R* +4Rr+3r?, y la desigualdad de Euler-Chapfe< R, teniendo
gue se cumple



AR®* +4Rr+3r? sg(r +4R)(r +2R) = 0<4R*-2Rr-12r*> = 0<2(R-2r)(2R+3r)

con lo que la desigualdad es cierta.

a’(s-a)

b+c
es bastante mas larga y refinada que la anterfidector la puede revisar en el articulo
[7] para todos sus detalles. Unicamente expondreagog las bases fundamentales de
la misma. Notemos que la desigualdad es equivadela® siguientes desigualdades

M = 2r 2R+3r_2r(r2+2R)(2r +3R) > J30s o
s“+r(r +2R)

2[(2R+ 3r)s® +r(r +2R)(2R+3r — 2(2r + 3R))] >./3 Eﬂs3 +sr(r + 2R)) -

Por otra parte, la demostracion de la segundagusiad+/3 (A < Z

V3E® - 2(2R+3r)s? ++/3[F(r + 2R)s+ 2r(r + 2R)(r +4R) <0

Llegados aqui, los autores (Bilchev-Vlamos) indicque la desigualdad
obtenida es Unica en su género puesto que es uUmeacéns con no todos sus
coeficientes positivos, lo que complica extraordaraente su tratamiento.
Afortunadamente algunos cambios de variable ys#ree de consideraciones permiten
demostrar la certidumbre de la desigualdad, cauéoconcluiria la demostracion.

3.3 Refinamiento de Pohoata

Cinco aflos mas tarde de que en 1937, Finsler ywidad propusieran su
refinamiento a la desigualdad de Weitzenbock, RoBd8] demostré una importante
desigualdad que comunmente se conoce como desagudiel Neuberg-Pedoe..Esta
desigualdad afirma queaib, cy X, y, zson los lados de dos trianguleBCy XYZcon
areasSy T, respectivamente, entonces se tiene que

a®(y*+ 722 -x*)+b*(Z2 +x* —y?)+c?(x* +y* - z?) 216ST
con igualdad si y sélo si los triangulaBCy XYZson semejantes.

Varias demostraciones de esta desigualdad se bblicamlo, pero la que
exponemos aqui es quiza una de las mas sencillas.

Demostracion: Consideremos dos triangdlds,C, y A,B,C, en el mismo plano. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que laslawias de sus vértice son la
siguientes:A (0, p,), B,(p,,0),C,(p;.0),A,(0,q,),B,(q,,0),C,(0;,0) . Entonces, de la

desigualdadk® + y* = 2xy|, se sigue que



a,’ (b, +c,” —a,”) +b’(c,” +a,° -b,’) +¢°(a,” +b,% —¢,?) =

(Ps = P)% (20" +20,0,) + (p," + py")(20,” —20,0,) + (P, + p,”)(20,” ~ 20,0,) =
2(p5 = P,)%0," +2(05.— 0,)° P, +2(Py, — P,0;)° 2

2((ps = P,)%)* +2((0s = a,) Py)* = 4(p; = p,) | a; —a,) p,| =16ST

Para llegar al refinamiento de C. Pohoata [9] sitem@os un lema que a veces se
conoce como lema de Conway.
Lema:Sean u, v, w tres numeros reales tales guev, w+u,u+v y vw+ wu+ uvson

todos no negativos. Entonces existe un triangul@ X¥n longitudes de sus lados
X=YZ=4Vv+w,y=ZX =4w+u, z=XY=+u+v. Este tridngulo satisface las
relacionesy’ +z° -x* =2y 2 +x*-y*>=2v,x* +y* —z* =2w. El area T de este

triangulo es T :%\/vw+ wu+uv. Si X =0zXY, Y =0XYZ, Z=0YZXson los

. . u % w
angulos de este triangulo, entonces se cumplecqQu¥ = —,cotY =—,cotZ = —.
2T 2T 2T

Demostracién: Dado que los nimemnas v,v+w,w+U Son no negativos, sus raices
cuadradasyu +Vv ,+/V+w ,+/W+u existen, y evidentemente son también no negativas.

Ademas, tenemos quéw +Uu +~/u+v = /v+w, ya que

JwHu +u+vzv+w O (W+U)+(U+V)+2WZV+W
0 2{(w+u)(u+v) =2-2u
O (w+u)(u+v) = (-u)?
0 vw+wu+uv=0

De forma analoga se demuestran las otras dosudéddgles. Entonces existe un
trianguloXYZde ladosx=YZ=+v+w,y=ZX =4Jw+u,z= XY =+/u+v. Ademas

y2+ 22 = x> =(w+u)+(u+Vv)-(v+w)=2u
y analogamente para las otras dos cantidadeszasilo la conocida identidad

X2 + y2 — 22
4T

cotZ =

se deduce quecotZ =w/2T, y analogamentecotX =u/2T y cotY =v/2T.
Finalmente, a partir de la conocida identidad trgyoétrica para los angulos de un
triangulo

cotY cotZ +cotZcotX +cotX cotY =1

y sustituyendo por las relaciones anteriores, t@sejue

10



YV WY s 8B gL uvtvwrwu= 4T?
2T 2T 2T 2T 2T 2T

1 .
y, en consecuenciaé = ?/uv+ vw+ wu, lo que concluye la demostracion del lemna.

El refinamiento de C. Pohoata a la desigualdad ieRevdado por el siguiente teorema.
TeoremaSea ABC un tridngulo de lados a, b, c, y afed sean x, y, z nimeros reales
positivos. Entonces tenemos la desigualdad

2 _ 2 _ 2 _
a2+b2+c224\/§m+ 2 (X yzm2+y mez_'_ﬂm:zj
x+y+z| X y z

Demostracion: Comenzaremos la demostracion utdizarel lema anterior y

demostrando que #ABC es un triangulo de ladas b, c y arealA, y u, v, w tres
nameros reales tales que los nUmevesw,w+u,u+v y vw+wu+uv son todos no

negativos, entonces se tiene quaé +vb® + wc® = 4J/uv+vw+wu [\ . De acuerdo con
el lema, podemos construir un triang’Z tal como se especifica. Aplicando la
desigualdad de Neuberg-Pedoe a los trianghBSy XYZtenemos que

a®(y*+ 722 - x3)+b* (22 + x* —y?) +c*(x* + y* - 72%) 2 16AT

Por otra parte, por las férmulas de sustituciédadaen el lema, llegamos a la
siguiente desigualdad equivalente

a’Ru+b’@v+c?R2Pw= 16&@;—\/UV+VW+WU

que se simplifica a

ua® +vb? + wc? = 4/uv+vw+ wu [

Finalmente, haciendo
m=XxyzAX+Yy+2)-2yz(x* - y2)

n=xyAx+y+2)-2zxy* - zX
p = XyZX+y+2)=2xy(z" - xy)

entoncesn+ p, p+m,m+n son todos positivos, y ademas
mn+np+ pm=3x’y?z*(x+y+2)*>0
y, aplicando la conclusién anterior tenemos que
Z[xyz(x +y+2)—-2yz(x? - yz)] A2 = 4AxyzAx + y + 2)v/3 [

desigualdad que podemos reescribirla en la forma

11



Z{(X+ y+ z)—ZHYz;iyZ}ﬁz > A(x+y+2)v/3 A

Y, que es equivalente a

2 _ 2 _ 2 _
aZ+b?2+c2>4J3M+ 2 (X Yoo 4 Y T gy 4 2 XyEdzzj
x+y+z{ x y z

Nota: Observemos que paxa=a,y =b,z=c y haciendo uso de la identidad
a® +b% +¢3 —3abc:%(a+b+c)[(a—b)2 +(b-c)? +(c-2a)?]

la desigualdad se transforma en la desigualdad fpidr tanto generaliza la misma.

3.4 Refinamiento via transformaciones

En el articulo ya mencionado [7], se indica queasble crear una infinidad de
desigualdades que mejoren constantemente la diERduae Finsler-Hadwiger, y
ademas, manteniendo su propia estructura. Es bretitla la transformacion siguiente

T:a=.a(s-a), A:%

para la que la demostracion es relativamente sjmpticando que mantiene la
desigualdad triangular y reduce el area a la mitad.

De esta forma, aplicando esta transformaciéndesigualdad de Weitzenbdck,
que denotaremos por FHO, obtenemos la desigualéad-idsler-Hadwiger, que
denotaremos por FH1. Aplicando de nuevo la mismasformacion a la desigualdad
FH1, obtenemos la desigualdad de Finsler-Hadwigegjorada FH2, y asi
sucesivamente. Es obvio que cada desigualdad, andpordesigualdad previa,
obteniéndose la siguiente cadena de desigualdadasvez mas precisas:

FHO a?+b?+c?>4/30M Weitzenbdck

FH1 a’+b’+c?24/3m+) (b-cf Finsler-Hadwiger

FH2  a®+b?+c? 243+ (b-c) +23 (Jb(s—b) - o(s—0) |

FH3 a?+b?+c?24/30+Y (b-cf +23 (Jb(s=b) ~\o(5—0) | +43 [.......F

12



4.- Algunas reflexiones

Hemos visto una serie de desigualdades que refndesigualdad de Finsler-
Hadwiger. A veces se utiliza esta misma desiguapdad refinar desigualdades menos
precisas. Uno de los refinamientos mas sorprensienta desigualdad de Weitzenbéock
fue propuesto por G.Tsintsifas de la forma sig@ent
Teorema (Tsintisifas):Sean p, q, r tres nimeros reales positivos, a,las longitudes
de los lados de un triangulo4 su area, entonces se tiene la desigualdad

Pz 9 2y T 252/3m
q+r r+p p+d

Demostracién: Utilizando la desigualdad de Fingladwiger, es suficiente mostrar que

p a2+ q b2+ r
q+r  r+p  p+q
(p+q+rJaZ+(p+q+erz+(p+q+rjcz21(a+b+c)z@
g+r r+p p+q 2

1, 1

1
+r)+(r+p)+(p+ a’+ b? +
(@+n++p+(p q))(q+r L

c? 2%(a+b+c)2 —-(@®*+b*+c?) =

cz)z(a+b+c)2

donde hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-&zhw

Nota: Observemos que la desigualdad de Weitzenbiide parap=q=r, y otras
multiples desigualdades interesantes surgen deidaan por ejemplo corp=s-a,
g=s-b,r=s-c, etc.

Anteriormente hemos comentado que en un tridngglccierta la siguiente
cadena de desigualdades

a2 +b?+c?>ab+bc+ca= avbc +bvca+cvab =3 /a?b?c? >18Rr = 4/3 A

Podriamos pensar si la desigualdad FH podriaarsijun tanto sustituyendo el

término 4J3[A de la desigualdad por el valor del pentltimo dectalena de
desigualdades, es decir, porRt8Veamos que desgraciadamente esto no es posible
puesto que tenemos que se cumple la desigualdad

a’+b®>+c?<18Rr+(a—-b)*>+(b—-c)* +(c—a)?
gue es equivalente a la desigualdad

9abc
a+b+c

2(ab+bc+ca) - (a® +b? +c?) <18Rr =

gue ya sabemos que es cierta, por lo comentad@prente.
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Podemos intentar calcular el valor exacto de fesiéna® +b” +c? -43
gue aparece como parte constituyente en las dédagies de Weitzenbock y Finsler-
Hadwiger. En el problema 487 de esta revista, ¢ébrade este articulo propuso
demostrar la expresion

FG? =1—18 2+b2+c2—4\/§m]

donde FG es la distancia entre el punto de Fermat y elcbatio del mismo.
Observemos que la expresién proporciona otra deavd& de la desigualdad de
Weitzenbdck, y ademas se obtiene el valor

a2 +b?+c? - 4/3 =18FG?

gue como se puede observar, es constructible gba yecompas, puesto que el punto
de Fermat y el baricentro de un triangulo, tamibéson.

En el problema 478 de esta revista, el autor mopiemostrar que ABC es un
triangulo donde el mayor de sus angulos no sup3 R es un punto interior y gk es
su area, entonces se tiene la desigualdad

(AP+BP+CP) __>20/30/A

En la solucién al problema aparecia la expresids groporciona la suma de
distancias minima de un punto interior al triAangtdspecto de sus vértices. Dicha
expresion viene dada por

a?+b2+c2+4/3
2

minima —

(AP+BP+CP) —\/

Para demostrar la desigualdad pedida bastabaautiizdesigualdad de Weitzenbdck,
obteniéndose

minima —

2 2 2
a“+b +(32+4’\/§m2\/8\/§m=2§/§wz

(AP+BP+CP) —\/

En realidad la desigualdad se puede prolongagugautilizando la desigualdad
bien conocidaV3 T < s, llegamos a

(AP+BP+CP) . >2[4/3R/A=2%/30/rs 2 2%/3G/3/3 1 =6r

gue es otra desigualdad muy importante en la getardtl triAngulo.

Si en la expresién anterior aplicamos la desiqudhlde Finsler-Hadwiger en
lugar de desigualdad de Weitzenbdck, tenemos igudad mas refinada

(AP +BP+CP) 0 2 \/4\/§m+ (a-b)* +(b—26)2 +(c-a)’
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De este modo podemos ir refinando sucesivamentgdesigualdad anterior
utilizando los refinamientos sucesivos de la dedpd FH vistos con anterioridad.
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