REFLEXIONES SOBRE EL TEOREMA DE ERDOS-
MORDELL Y SUS DEMOSTRACIONES
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1.- Introduccion

El teorema de Erdés-Mordell es una de las joyak dgometria del triangulo.
Fue conjeturado por Erdés y planteado como probl&@mé0 en la seccion de
“Problemas avanzadbsle la legendaria revistAmerican Mathematical Monthlgen
adelante la representaremos por las sigled1) en el numero 42 de 1935, pag 396.
Decia lo siguiente:

Problema 3740. Proposed by Paul Erdos, The UntyasEManchester, England.

From a point O inside a given triangle ABC the pmrgiculars OP, OQ, OR are
drawn to its sides. Prove that

OA+0OB+0C 2 2[{OP+0Q+OR)

Se cree que Erdos llego a plantear su conjetufarde puramente empirica en
1932 después de tratar la situacion con triAngudtados y de estudiar maltiples
consideraciones. Kazarinoff especula con la ideguie Erdds intentd generalizar la
desigualdad de Euler-Chapple para el triangia@ 2r, ya que de ser cierta su
desigualdad para triAngulos acutangulos, implicarfaediatamente la desigualdad
anterior. De hecho, si escogemos como punto imtetioircuncentro del triangulo y le
aplicamos la desigualdad y tenemos en cuenta ecwm teorema de Carnot, el
resultado es inmediato

R+R+R22[R+r) = R22r

La primera demostracion, (de caracter trigonom@iride que la conjetura era
cierta, fue dada por L. J. Mordell y D. F. Barro2}.[Mé&s tarde, otras demostraciones
elementales fueron publicadas. Algunas se basaban t2orema de Pappus como la de
D. K. Kazarinoff [4] en 1957, otras en el teoreneaRtolomeo como las de A. Avez [7]
en 1993 y H. J. Lee [10] en 2001, otras en rela&dotle semejanza entre triangulos
como la de L. Bankoff [5] en 1958, otra en el cqioede area y consideraciones de
simetria elementales como la de V. Komornik [8]l&A87, e incluso otra como la de A.
Oppenheim [6] se basaba en el uso de transformegina triviales como el uso de
conjugados isogonales, publicada en 1961.

Recientemente, y ya en este siglo, S. Dar y Srdau®] generalizaron en 2001
la desigualdad de Erdds-Mordell, de modo que éstgescomo caso particular. N.
Dergiades [11] analiza en 2004 la generalizacioriaddesigualdad (ya prevista por
Kazarinoff) a puntos fuera del triAngulo y W. Jamdd2] analiza en profundidad
(también en 2004) algunas desigualdades que seeledunediante transformaciones
elementales del trabajo de S. Dar y S. Gueroncapliolas a puntos notables del
mismo. En 2007, aparecio una demostracion elemengafuerte caracter visual de C.
Alsina y R. B. Nelsen [15], autores que también paypuestalemostraciones visuales
muy interesantes de otras desigualdades como lag/elezenbock o de Finsler-
Hadwiger.

Debemos destacar finalmente las multiples demastres alternativas (mas de
una docena) propuestas por G. Tsintsifas deduedaslargo de varios afios. Todas
ellas son muy ingeniosas, pero basicamente no afieaa nuevo, aunque como indica



el propio autor: Hace varios afios busqué nuevas demostracionesedet¢nha de
Erdés-Mordell, interesantes y de poca extensidonstituyendo ejercicios excelentes
sobre la demostracién para mateméticos jovenes.

2.- Algunas demostraciones del teorema de Erdos-Maell

A continuacion y sumergiéndonos en la literatueh téorema, expondremos
cuatro demostraciones del mismo, todas ellas basadaconceptos diferentes. El
analisis atento de estas demostraciones propordionaobre la comprension del
teorema, sus limitaciones y sus posibles genecabrzes.

Teorema (Erdds-Mordell): “Dado un punto P en el interior de un triangulo ABC,
denotemos poR,, R, R, sus distancias respectivas a los vértices A, B,gorr,_, r,,

r. sus distancias respectivas a los lados del tridogBC, CA y AB. Entonces se

c

cumple la desigualdad

R, +R, +R 22(r, +1, +1,)
con igualdad si y solo si el triAngulo ABC es eguéro y P es su centfo

Demostracion 12 (V. Komornik,[8]) La siguiente demostracion usa so6lo nociones
basicas relacionadas con los conceptos de aremetrd. A lo largo de la misma
utilizaremos la notacién habitual en la geometdkatigangulo.

Sea un trianguldBCy P un punto en el ladBC. Es evidente que el doble del
area del trianguldPCes igual ab[t, , el doble del area del triangudBPesclt,, y el

area del triangulA\BC es b [, +c[f.. Por otra parte, es claro quR,, no puede ser

menor que la altura del triangukBC trazada desde el vértiok al lado BC. En
consecuencia, tenemos que

alR, 2bl1, +cl, *]

Es importante observar que esta desigualdad amavdra todo punt® en el
dominio angular OBAC. Es suficiente con notar que la desigualdad antess
equivalente, por semejanza, a la desigualdad @mmegente relativa al punt®” sobre
el ladoBC que resulta como intersecciéon de la réd®acon dicho lado.

Si el triangulo de partid®BC es equilatero, la desigualdad que afirma el
teorema sigue siendo valida. De hecho, es sufeipahera=b=c y sumar las dos
desigualdadeR, =r_+r,, y R =r, +r, obtenidas por permutacion ciclica. También
es facil ver que la igualdaR®, + R, + R, = 2(r, +r, +r.) se cumple si y sélo §i es el
centro del triangulo equilatero de partida.

Si el trianguloABC no es equilatero entonces necesitamos un simptéaco
de la desigualdad [*]. Aplicando esta desigualdaduato simétricdP” respecto de la
bisectriz interior del angulalBAC, tenemos claramente qi'=R,, r,’=r, y r.’=r1,
con la notacion primada para distancias medidaged®sy sin primar como notacion
normal. Entoncesi[R, = b, +c[f, para todo punt® en el dominio angulaflBAC.

Por otra parte, 9 es interior al trianguldBC, entonces también tenemos por simetria



que b[R =clf, +alt, y c[R =alf, +bl,. Entonces el teorema se deduce
inmediatamente, obteniéndose

Ra+Rb+Rc 2[g+gjﬁa+[£+éjﬁb+[%+gjmc >2[qra+rb+rc)

b a c

donde hemos utilizado la desigualdad elememtall/ x> 2, [Ox> 0. Notemos que
tenemos desigualdad estricta porque por hipdéesisc no son todos igualea.

Demostracién 22 (H. J. Lee[10]) La siguiente demostracion recurre al teorema de
Ptolomeo para cuadrilateros ciclicos y a considenas geométricas elementales.

De nuevo utilizaremos la notacion habitual endargetria del triangulo. Séa
un punto interior al triAnguldBC y seanD, E, F los pies de las perpendiculares
trazadas desde este punto a los laB&@s CA y AB, respectivamente. SddG la
proyeccion ortogonal del segmerB& sobre la rectdE. Entonces es claro que se
cumple BC= HG =HF + FE+EG. Ademas, puesto quélBFH = OAFE = JAPE
(por ser estos dos ultimos inscritos en la mismmaunferenciaAEPF y abarcar el
mismo arcAE) se deduce que los triangulos rectangBlbsl y APE son semejantes y

HF = "E BF
PA
y de forma analoga se puede obtener que
EG= PE [CE.
PA

Por otra parte, en virtud del teorema de Ptolonamicado al cuadrilatero
ciclico AFPE, tenemos que

PACPE = AF[PE+ AE[PF - FE = AF [PE+ AE[PF

PA
y combinando estos resultados, llegamos a
BCZEEBF N AF [PE+ AEIPF N PF CE
PA PA PA

0 bien
BCIPA= PEIBF + AF[PE+ AE[PF + PF[CE=PE[AB+ PF[AC
y dividiendo poBC, tenemos que

pAz 2B pE 4 AC pp
BC BC



Finalmente, aplicando el mismo razonamiento aotass proyecciones de los
ladosBA sobre la rect&D y CA sobre la rect&D, tenemos de forma similar

P> pE+ BApp  y  pe> Ppa+ CBrpE
CA CA AB AB

y sumando las tres desigualdades llegamos a

(B—A+Ej [(PE+

BA CA)
BC BA

PA+PB+PC>2| —+— |[PD+
CA BA

(& +£) PF
A
Finalmente, de la desigualdadr1/ x> , 2x > 0, se sigue inmediatamente que
PA+PB+PC 2 2[{PD+ PE + PF)

Por otra parte, es inmediato comprobar que laldgdasurge si y sélo si el
triangulo de partida es equilater@ysu centrom

Demostracion 32 (L. Mordell y D. Barrow) La siguiente demostracion es de tipo
trigonométrico y generaliza la desigualdad propmupst Erdos.

Denotemos poP un punto en el interior del triangukBC, por R,, R,, R. sus
distancias a los vértices respectivAsB, C y por r,", r,” y r.” las longitudes

respectivas de las bisectrices interiores de laglés [IBPC(del triangulo BPO),
OCPA (del trianguloCPA) y OAPE (del trianguloAPB). Denotemos también por
OBPC=2a, OCPA=24, OAPB=2y.

Al comparar el area del trianguRBC con las areas de las dos partes en que
gueda descompuesto al trazar la bisectriz inteorutilizar la desigualdad

R +R 22/R [R_, tenemos que
R Rser2a =1, (R, +R )semy 2 2[1, sery

donde la igualdad ocurre solamente cuarRjo= R.. En consecuencia, teniendo en
cuenta la expresion clasica del seno del angultedidgamos a

R,R. [tosa =T,

y de forma analoga obtenemg® R, [€osf =1, y RR, [Cosy=r. .

Por otra parte, de la identidad

R, +R, +R ~2,/RR. [Eosa - 2,/R R, [€0sB~2,R R, [tosy =
= (\/E—ﬁm:osy—\/ﬁm:osﬂ)z +(\/§ E‘sery—\/ﬁlj‘serﬁ)2



y de las expresiones anteriores, se deduce clatamee
Ra + Rb + Rc 2 2(ra'+rb'+rc') 2 2(ra + r.b + rc)

La igualdad ocurre solamente cuando se tienenglssidadesR, =R, = R_,

ﬁl:‘sery=\/§lj‘serﬁ, E=ﬁﬁtosy+\/€ﬁtos,8, de manera quer ==y,

y en consecuencia el triangulo es equilatelPoeg su centram

Nota: La desigualdad®, + R, + R = 2(r,"+r,"+r.") se puede considerar una extensién o

mejora sustancial al teorema de Erdés-Mordell, yheleho, fue advertida por primera
vez por D. F. Barrow, conociéndose desde entorares clesigualdad de Barrow.

Demostracion 42 (S. Dar y S. Gueron[9])En esta demostracion se generaliza el
teorema probando una desigualdad pesos La desigualdad de Erdds-Mordell surge
entonces como un corolario particular para pessség.

Sean/,, A,, A, tres constantes positivas. S8gA, A, un triangulo con lados
a,, a,, a; y angulosa,, a,, a, respectivamente opuestos a los mismos.FSea
punto interior al triangulo yF, el pie de la perpendicular trazada de&dal lado
opuesto al vértice? . DenotemosPA = R y PFE =r,. Demostraremos que entonces se
cumple la siguiente desigualdad

ZAERI>2WDZ\/_

con igualdad si y s6lo gai— - %

— a3
El cuadrilatero AF,PF, es ciclico por poseer dos angulos opuestos que son

rectos, y en consecuenciaF,PF, =180°-a, =a, +a,. Entonces, en virtud del
teorema de los cosenos aplicado al triandRifigF;, tenemos que

y P el circuncentro del trianguléy A, A,.

F,F,” = PF,” + PF,” - 2PF, [PF, [tos(F,PF,) =r,” +r,° - 2r, (I, cos@, +a,) =
(serfcr3 +cos afs)l]z2 + (serfcr2 +cos a'Z)DTs2 +2(sera,sena, — cosa, cosa, ) [1,r, =

(r,sera, +r,sem, )’ +(r, cosa, —r, cosa, )’

Por otra parte, es bien sabido gBéy es el diametro de la circunferencia
AF,PF;, asi que, a partir del teorema de los senos dJesela, llegamos a la
expresion

F,F;, = APsemn, = Rsem,



y finalmente, obtenemos que

(Rsem, )’ = F,F,” = (r,sem, +r,sem, ) +(r,cosa, —r,cosa,)’ =
(r,sera, +r,sem, )’
y, en consecuencia

seny
5 s, + sena,
sema, sen,

R 1,

La igualdad en la expresion anterior surge sily sir, cosa, =r,c0sa,, Yy
entonces, si y solo si
ser(UA,AP) 1,

I, _ cosa; _ sen90°-a,)
ser(UA,AP) r, cosa, sen90-a,)

donde UA,AP+0OAAP = (9(°-a,) + ©O0°-a,), y por tanto, se sigue la igualdad si y
solo siDA,AP =90°-a,, y OA,A P =90°-a,, lo que significa qu® surge en la linea
que uneA con el circuncentro del triangulo. De forma analtenemos que

se

o, sera, sema, sem,
RZ 2 |]‘3 + l]l y R3 2 l]‘l + l]‘2
sem, sema, sera, sema,

con analogas condiciones para la igualdad. Mutépldo las desigualdades p&a R,
y R, por A, A, y A; respectivamente y sumandolas después, tenemos que

semy semy semy semy
AR + AR + AR, >| A 31+ A 2|0+ A L+ A S
R+ AR+ AR, {Ztﬁsemzj SEEsemsﬂ ! {Stﬁsemgj 1EEsemlﬂ z
-
sem, semy,

con igualdad si y solo # es el circuncentro del trianguig A A, .

Utilizando la desigualdad entre las medias aritagt geométrica, tenemos que
serno. serxy
A, 21+ A, 2 1>2,/A,A,
sem, sem,

con igualdad si y sélo si

g 5Oy se 3, _ser, A,

sena, serr, a, semr, /A,

y analogamente



Agtﬁsemljh‘ltﬁsem j 2 [T

sera, sena,
seny seny

A, 2 |4+, L2220,
sema, sena,

con analogas condiciones para la igualdad.

Finamente, combinando las tres desigualdades@eigrtenemos que
AR + AR, + AR, = ZAR>21/)I/1/1 DZ:\/_

lo que demuestra el teorema. Por otra parte, hdzi@moraA, = A, =A;, surge la

desigualdad de Erd6s-Mordell como caso particulan mualdad si y sélo si el
triangulo es equilateroj es su centro.

3.- Algunas aplicaciones del teorema

A continuacion utilizaremos la notacion habitualle@ geometria del triangulo y
expondremos algunas aplicaciones geométricas $atetes del teorema de Erdos-
Mordell, algunas de ellas particularizando parat@sinotables del triangulo.

(a) Comenzaremos aplicando el teorema tomando pomio interior de un triangulo el
incentro del mismo, de modo que

r r r A B C
+ + >2[{r +r +r1) = COSEC— + COSEC— + COSeC— > 6
C 2 2 2

A B
sen— sen— sen—
2 2 2

Nota: Observemos que esta misma desigualdad see pabtkner aplicando la
desigualdad entre las medias aritmética y georaéjuicto con la desigualdad clasica

A B C_ 1
sen—sen—sen— < —, de manera que
2 2 2 8

(b) Apliguemos ahora la desigualdad al circuncedé&an triangulo, de modo que ahora
es sencillo obtener

R+R+R>2R [ﬂcosA+ cosB + cosC) = COSA+cosB +cosC sg

gue es otra de las desigualdades clasicas bieridaso

(c) Utilizaremos la desigualdad de Erdds-Mordetbp@solver la siguiente proposicion.



Proposicién: Sea ABC un tridngulo e | su incentro. Entonces ahos una de las
distancias IA, 1B, IC es mayor o igual que el difnmeale la circunferencia inscrita en
el trianguld'.

La proposicion se demuestra inmediatamente singmésplicar la desigualdad
de Erdds-Mordell al incentro del triangulo, de nrargue tenemos

IA+IB+IC22{r+r+r) = IA+IB+IC 26r
de donde se deduce inmediatamente la desigualdizthpe

Nota: En realidad sP es un punto cualquiera interior a un triAngulotisee la
desigualdadPA+ PB+ PC = 6r," de donde la conclusién anterior (al menos unasle |
distanciasPA, PB, PC es mayor o igual ar? se deduce no sélo para el incentro de un
triangulo sino para todos sus puntos interiores.

(d) Una de las aplicaciones mas sorprendentesedetrna de Erdds-Mordell es la
demostracion sencilla de la siguiente proposicofure (aparecié en 1.M.O. 1991 como
problema propuesto por Francia)

Proposicion: Sea ABC un triangulo y P un punto interior. Entane¢ menos uno de
los angulosIPAE, OPBC6 [JPCA es menor o igual que 3Q°

Razonaremos por reduccion al absurdo y supondremeR,, R,, R.denotan
las distancias respectivas del puftoa los vérticesA, B, C y por r,, r,, r. sus

distancias respectivas a los lados del trian@@pCA y AB. Supongamos entonces que
ninguno de los angulo8IPAE, (OPBC, OPCA es menor de 30°. Se tienen entonces
claramente las desigualdades siguientes

ser(DPAB):%>% ~ R <20,
ser(DPBC)=%>% - R, <20,
ser(DPCA)z%% - R <20,

Sumando ahora las tres desigualdades tend®gesR, + R, <2[r, +r, +r,),

que contradice el teorema de Erdds-Mordell. Estatradiccion demuestra la
proposicién propuesta.

Nota: Otra demostracién totalmente diferente da psbposicion se puede ver en el
libro “Cien problemas de matematitade F. Bellot Rosado y M3 Ascension Lopez
Chamorro [16]. La exponemos aqui brevemente a mdedmmparacion con la anterior.
La solucion propuesta en el libro de Bellot espgtefesor Omid Ali Kharamzadeh, de
Iran, y es como sigue:

T Para una demostracién ver notas finales del #tiBefinamientos de la desigualdad de Finsler-
Hadwigerdel mismo autor como conmemoracién al problemadedfianguloscabri.



Sean a =[0PAB, [=0PBC, y=0PCA; x=PA, y=PB, z=PC.
Supongamos que, S y y son mayores de 30°. 8i es el area del triangukBC

A= %cx[}em +%ayE‘serﬁ+%sz‘sery> %(cx+ ay+bz) [#]

porque sera, serB, sery son mayores que 1/2. Como por la desigualdad de

Weitzenbock a? +b? +c? 2 4J/3[A, se tiene quea’ +b? +c? =+/3[cx+ay+bz).
Pero, por el teorema de los cosenos, tenemos que

x? =b? + 7% - 2hzcosy > b? + 22 /3 [bz (cosy< g]
y? =¢? + x% - 2cxcosa > 2 + X% —/3 X (cosa <§j

V3

7> =a? +y? - 2aycosf > a’ + y’ —/3 [y (cosa <7j

y sumando las tres desigualdades obtenemos
a? +b? +c? <+/3[cx+ay+b2)

que contradice [#]

4.- Limitaciones del teorema y generalizaciones. gdinas reflexiones.

En este apartado intentaremos proporcionar aldimaacion para ciertas
generalizaciones que se podrian especular soltepmima de Erdés-Mordell. Es de
destacar la ya mencionada desigualdad de Barrowgguoeraliza brillantemente el
teorema.

Consideremos un tridnguABCy K un punto interior al mismo. Tracemos ahora
las cevianag\K, BK, CK hasta cortar de nuevo a los lados opuestos\a&ttisesA, B,
C en los punto®, Q, R respectivamente. ¢ Sera cierto que para todosidogulos y
para todos los puntos interiorkselegidos en el interior de un triangulo se cuniale
desigualdad siguiente
AK +BK +CK > 2[{KP + KQ + KR)

generalizandose aln mas el teorema de Erdos-M®dridalrespuesta es negativa. Para
demostrarlo supondremos un triangulo con sus ltades quea < b < c. Consideremos
ahora un punté& interior a este triangulo de manera que ssfigientemente cercarad
vértice B del triAngulo ymuy cercanotambién al ladoAB del triangulo. En estas
circunstancias tenemos que los segmeA®y BQ se aproximaran mucho en cuanto a
su longitud al segmentdB, y el segment&R se aproximara a la medida del |d8iG.

De esta forma, tenemos gqu&K + BK + CK se aproximara a la medida de la suma de
los ladosAB y BC, mientras que la sumidP + KQ + KR se aproximara a la medida del

10



lado AB. En consecuencia no puede darse la desigualdadaant el teorema de Erdos-
Mordell no puede generalizarse de esta forma.

La desigualdad se puede generalizar de otras $orfemael plano y considerando
poligonos convexos y puntos de su interior, Fejigh Taszlo demostré en 1948 que se
tiene la desigualdad mas general

1

ZR =R1+R2+...+Rn2 ﬂr1+r2+,,,+rn)=zri

T
COS—
n

dondez R es la suma de las distancias del punto a los eérycz r. es la suma de

las distancias del punto a los lados. Observemedagdesigualdad de Erdds-Mordell se
deduce haciendo = .3

Pasando del plano al espacio tenemos que indigaeig 1957 D. K. Kazarinoff
demostré una desigualdad analoga a la desiguakl&tdbs-Mordell para un puni®
interior a un tetraedro. Demostré6 que si el ciremmio del tetraedro es interior al

mismo, entonces se cumpl® R >2v2(}'r,, donde > R es la suma de las
distancias d® a los vértices del tetraedroE r. es la suma de las distanciasRla las

caras del mismo, siend®/2 la mejor constante posible.
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