REFLEXIONES SOBRE LA DESIGUALDAD DE EULER-
CHAPPLE DE UN TRIANGULO

Vicente Vicario Garcia

Con motivo del problema 500 de la revista digitafianguloscabri
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1.- Introduccion

La desigualdad de Euler-Chapple es una de lasguiddades clasicas
fundamentales en la geometria del triangulo. Sactar es elemental, pero no por ello
trivial. De hecho, permanece ligada a mudltiples igleddades geométricas vy
trigonométricas equivalentes a ella. Esta famossigdaldad afirma que en todo
triangulo plano, sRy r representan, respectivamente, los radios de lasnéerencias
circunscrita e inscrita al mismo, se tiene dRie 2r .

Parece que histéricamente existen muy pocas diglgse fue Chapple quien en
1746 [1] en Miscellanea Curiosa Mathematica2, el primero que demostrd la
desigualdad. También Euler emMovi Commentarii Academiae Scientiarum
Petropolitanae 11 en 1765demostrd la desigualdad. En realidad, lo que taoier

Chapple y Euler fue demostrar la iguald@d® = R> - 2Rr para el cuadrado de la
distancia entre el incentro y el circuncentro detnigngulo, expresion de la que se
deduce inmediatamente la desigualdad.

A lo largo del articulo emplearemos la notaciémbitual en la geometria del
triangulo, de modo qua, b,c, A, B,C,R r, s, A, h,, h,, h,, m;, m, m,, w,, w,,

w,, r,, I, I, seran magnitudes bien conocidas del mismo.

C

Este humilde trabajo ha sido inspirado fundamergate por los dos articulos
gue publicé D. Miguel Amengual Covas en 2003 erelasta digitalOIM, dirigida por
D. Francisco Bellot Rosado y que llevaban por d&ulLa desigualdad de Euler a
partir de otras desigualdades entre elementos dérianguld’. En estos articulos, el
autor, de forma magistral, presenta en total catdesigualdades de tipo geométrico y
trigopnométrico relacionadas con la geometria d&ngulo, de las que se van
deduciendo inmediatamente la desigualdad de E#lstas desigualdades eran las
siguientes:

R_b c R
1] —=2—+— 2] —
(1] ==+ 2] 52
1 1 1 1
3] R=2r=w, —h 4 —s—+—+—s
[] a a [] Rz a2 b CZ (2r)2
5] 8<—[—ﬂ[—lg<—R (6] cosZB C.2r
IE IF r R
- __i 1,1,2 - E=i+i+i23
h, h, h R ror, r, r. R
9R

PR P P P _AR-2r

[9] 6<-2
r ry r

Cc a

[10] 9rsra+rb+rcs7

9R

[11] 3R< atagg + btagg + ctag% <5R-4r [12] Or<sm, +m, +m, < -

A-B__B-C

[13] cos cos cos” A2 9R
2 2 2 R

[14] or<h, +h,+h <=

" Sobre el afio 1746 existen algunas dudas entrénigtsriadores de la matematica. Por ejemplo,
Hofmann asi lo considera.



En la desigualdad [5],es el incentro del triangulo, E, F son los puntos de
corte de las rectasl, Bl, Cl (bisectrices interiores) con el lado opuesto avéaticesA,
B, C respectivamente.

2.- Demostraciones de varias desigualdades equivales a la
desigualdad de Euler-Chapple

En el primero de los articulos ya mencionados dé&iMengual, se exponen, sin
demostracion, una serie de diez desigualdades agotes a la desigualdad de Euler.
En ese apartado demostraremos todas estas equimalehas desigualdades que
aparecian enumeradas eran las siguientes:

[1] a + b O >3 [2] i+i+i2i
-a+b+c a-b+c a+b-c ab bc ca R?
1 1 1 3
[3] + + >4 [4] cosA+cosB+cosC <—
senAsen senBsen senCsen 2
[5] serf A et Bysert < > 3 [6] sen2sen> senE <1
2 2 2 4 2 2 2 8
2 2 2
7] 1 N 1 N 1 > 9 (8] a’ b LS o
s-a s-b s-c s rr, r.r, fr.r,
[9] r,r, +r,r, +r.r, 2hh +hh, +hh, [10] 1 1 1 .3

+ + >
h,-2r h-2r h.-2r r

Pasemos ahora a demostrar la equivalencia deuredde estas desigualdades
con la desigualdad de Euler. En algunas, utilizaseresultados bien conocidos, como

la formula de Eulermbc=4Rrs, o la formula de Herém\ = \/s(s—a)s—b)(s—c) . En
otras, deduciremos otras expresiones que ireme&siaedo.

M —2 +_ P, ¢ .3 Rsx
-a+b+c a-b+c a+b-c

Una forma de demostrar la equivalencia es proageléa siguiente forma

a b C a b C
-a+b+c a-b+c a+b-c s-a s-b s-c
a(s—b)(s—c)+b(s—a)(s—c)+c(s—a)(s—b) 56

(s-a)(s—-b)(s-c) a

(a+b+c)s? - 2(ab+bc+ ca)s+3abc= 6(s— a)(s—b)(s—c)

puesto que2s=a+b+c. Por otra parte, podemos demostrar facilmeniddatidad
ab+bc+ca=s’+4Rr+r?, a partir de la formula de Herén y de la formusaHiler.

Ast(s—a)(s—b)(s—c) ~ r’s=(s-a)(s-b)(s-¢) =

r’s=s®-(a+b+c)s®+(ab+bc+ca)s—abc = r> -s” +(ab+bc+ca) - 4Rr



de donde se deduce el resultado. Entonces, |la dédaglinicial es equivalente a

(a+b+c)s® —2(ab+bc+ca)s+3abcz 6(s—a)(s—b)(s—¢) -
25 —2(s* +4Rr+r?)+12Rrs=6r’s = R=2r

lo que demuestra la proposicion.

2] 2+rslsl Roa

ab bc ca R?

La demostracién de la equivalencia en este casoyeediata, ya que a partir de
la formula de Euler, tenemos que

+b+
1,1, 1,1 arbre, 1 asR?24Rrs— R22r
abk bc ca R abc R

B — L w1 4 Ren
senAsen senBsen senCsen

Procederemos a demostrar la equivalencia empleami@mente el teorema de
los senos generalizado, del cual podemos dedudorae sencilla las relaciones

atb+c _
b c =2R
a _ - - 2R _, JSenAt+ senB+ senC
senA senB senC abc _8R?
senAsenB.senC
de manera que, junto con la formula de Euler produce
1 1 1 senAt+ senB+ senC
+ + 24 - 24
senAsenB senBsenC senCsenA senAlsenB senC

a+b+c_ abc 2s _ 4Rrs
> - — 2>

> —— > 3«=»R22r
2R 8R 2R 8R

[4] cosA+cosB +cosC sg = R=2r

Existen varias formas alternativas de demostraedaivalencia propuesta.
Determinaremos el valor deosA+ cosB + cosC en funcién deR, r, s. Demostraremos
el siguiente lema:

Lema: ‘Con la notacion habitual sea A un angulo de unnigidlo, entoncexos Aes
una raiz real de la ecuacion polinomica siguiente

AR® —4R(R+ 1t +(S* +r? —4R*)t+ 2R+r1)*-s* =0 ".



Para la demostracion, consideremos las relaciare2RsenA (teorema de los
. A . .
senos generalizado) ys—a=rcot§ (relacionada con el incentro y el punto de

contacto de la circunferencia inscrita con los $adel triangulo). Utilizando las
identidades trigopnométricas del angulo doble, tarseeque

s=a+(s-a) = 2RIsenA r cot = 2R/~ cosA)L+ cosA) + r\/m
2 1-cosA

y elevando al cuadrado y operando se tiene

+
s* = 4R*(L- cosA)(1+ cosA) + 4Rr(1+ cosA) +r? Glciﬁ -
-cos

= 4R*(1-cosA)? (L+ cosA) + 4Rr(1+ cosA)(1- cosA) +r? (L+ cosA) — s* (L- cosA) =0

de donde, después de manipulaciones algebraiegamnibs a la relacion que queremos
4R?cos’ A-4R(R+r)cos A+ (s® +r? —4R?*)cosA+ (2R+r)? —s* =0

lo que concluye la demostracion del lema.

Nota: Claramente, esta relacion se cumple tamkaéaqpsB y cosC . A partir de las
relaciones de Cardano-Vieta entre las raices gdeficientes, deducimos las relaciones

R+r
COSA+ cosB + cosC =
2 42 _ 2
c0sAcosB + cosAcosC + cosBcosC = %

2 _ +1)2
cosAcosBcosC = %

Entonces, utilizando la primera de estas expresidenemos que

cosA+cosB+cos>Cs§ = R+r s§ = R=22r
2 R 2

lo que concluye la demostracion.

[5] senz§‘+senz§+senz%22 = R22r

Utilizando las férmula del seno del angulo mitadlay caracterizaciéon del
problema anterior, es facil demostrar la equivaken@ que
1-cosA 1-cosB 1-cosC
N + + >

3 3
4 2 2 2 Ta°
3
2

ser?é + ser?E +serf
2 2

3-(cosA+cosB +cosC)=~> « cosA+cosB +cosC < g



lo que concluye la prueba.
[6] sengsengseng sé = R=>2r

Utilizando de nuevo las formulas del seno del &nguitad, junto con las
caracterizaciones obtenidas del lema relacionaala$4g, tenemos que

A B C 1 (@-cosA(d-cosB)(l-cosC) 1
sen—sen—sen— <= « < o
2 2 2 8 8 64

(L-cosA)(1-cosB)(1-cosC) < 1 = 1-(cosA+cosB + cosC) + (cosAcosB + cosBcosC +
8

+ cosccosA) — cosAcosBcosC < é

y sustituyendo por las expresiones deducidas daeh,lda ultima desigualdad es
equivalente a

_R+r+r2+52—4R2_52—(2R+r)2<} 2rz 1
R 4R? 4R? 8 4R? 8

1

lo que termina la demostracion.

En este caso emplearemos la féormula de Eulerpdauia de Herén y la
expresionab+bc+ca=s’ +4Rr+r? ya determinada en [1], obteniendo

1 N 1 N 1 29@ (s—b)(s—c)+(s—a)(s—c)+(s—a)(s—b)Zgc}
s—a s-b s-c s (s—a)(s—b)(s—c) S
352—2(a+b+c)s+ab+bc+ca>g
(s—a)(s—b)(s—-¢) S
= (4Rr+r?)s=29r’s = R22r

o (38°-4s* +r* +4Rr+s”)s=9(s—-a)(s—-b)(s—-c)

[8] + + >4 - R>2r

En este caso la demostraciébn sera un poco massextdtilizaremos las
expresiones clasicad =r[s=r,(s—a)=r,(s—b)=r_(s—c), junto con uno de los
resultados obtenidos del lema [ggsA+cosB +cosC =(R+r)/R, el teorema de los
cosenos e identidades algebraicas.



2 2 2 2 _ _ 2 _ _ 2 — —

a +b L C 24wa(s b)(s c)+b(s a)(s b)+c(s a)(s b)24©
e, rr, T, r?s® r?s® r?s®
a’(s-b)(s—c)+b*(s—a)(s—c)+c*(s—a)(s—b) = 4r?s® -
(a2 +b% + 02)52 - (a’b+b*a+a’c+c’a+b’c+c’a)s+abga+b+c) > 4r’s?

Determinaremos el valor d&b + b’a+ a’c +c’a+b*c+c’b en funcion de&, r
y s. Para ello, utilizaremos el teorema de los cosapbsado al triangulo de partida, de
modo que se tiene
b*>+c*-a® _b*a+c’a-a’
2bc 2abc

- b?a+c?a=a®+2abccosA

COSA =

Y, de forma anéloga, se procede papsaB ycosC . Entonces es claro que
a’b+b’a+a’c+c’a+b’c+c?h=a’ +b® +c® +2abdcosA+ cosB + cosC)
Para determinaa® +b® + ¢ en funcién d&, r y s, emplearemos la identidad
a® +b° +c? -3abc=(a+b+c)(a’ +b? +¢* -ab-bc-ca)
con lo que obtenemos

a® +b®+c® =3abc+ (a+b+c)((a+b+c)2 —3ab—3bc—30a):
12Rrs+ 2s(s* —12Rr —3r?) = 2s(s”* -6Rr - 3r?)

y entonces

a’b+b%a+a’c+c’a+b’c+c’h=a’+b®+c® + 2abdcosA+ cosB + cosC) =

2s® —12Rrs—6r°s+ 8Rr35% =25’ —4Rrs+2r’s=2s(s* —2Rr+r?)

Finalmente, sustituyendo en la desigualdad inité@emos que
(2s® -8Rr-2r?)s® - 2s*(s* -2Rr+r?)+8Rrs* 2 4r’s®* = 4Rr>8r?> « R>2r
con lo que termina la demostracion.
[9] r,r, +rpr, +r.ry,2hh +hh +hh, « R=2r

En este caso utilizaremos la formula de Eulerfolanula de Heron y las
expresionesA=r[$=r,(s—a)=r,(s—b)=r.(s—c), junto con otras expresiones
alternativas para el area de un triangulo. La desigd dada es equivalente a las
siguientes

<~

r?s® r?s® r?s® 4r®s®  4Ar’s®  4r®s?
+ + > + +
(s—a)(s—b) (s—-b)(s-c) (s—-c)(s—a) ab bc ca



o

(s—a)(s—b)+(s—b)(s—c)+(s—c)(s—a)_ ab bc ca
(s—a)+(s—b)+(s—c)>4(a+b+c) _ .S 8s
(s—a)(s-b)(s-c) ~ abc r’s  4Rrs

1 1 1 >4111j©

= R22r

1 1 1 3
+ >>

+ >2— = R22r
h,-2r h-2r h -2r r

[10]

En este caso la equivalencia es facil de demogrgue

1 1 1 3 1 1 1 3
* * = ° ors . Tors =7
h,-2r h-2r h -2r r as_,0 A8 5,0 A8,
a b Cc
1 1 1 3 a b c

+ + >
Zr(s—lj Zr(s—lj Zr(s—lj T sta s-bos-c
a b C

y a partir de aqui, se procede como en la demdi&trde la equivalencia [1].

3.- Algunas desigualdades que refinan la desigualdade Euler-
Chapple

En este apartado, incluiremos 4 problemas relagvee recientes propuestos en
la legendaria revistaAmerican Mathematical Monthly (0 brevemente AMM)
relacionados con la desigualdad de Euler-Chapplentgrés es debido a que refinan
sustancialmente dicha desigualdad y nos proporncicreatas ideas para abordar otras
desigualdades semejantes. Para cada uno de eldsagemos una traduccion libre del
inglés por parte del autor, junto con la solucidica propuesta en dicha revista, salvo
en el problema 11245 en la que el autor de esteulrt(debido a que su soluciéon
enviada aAMM coincidia plenamente con la aparecida en la avigiropone la
solucion que envié a la misma. Por otra parte xp@rdran algunos comentarios que
los editores dAMM hicieron sobre el problema en cuestion, y queaafiimdavia mas
Su propio contenido, junto con otros propios debauPresentamos ya estos cuatro
problemas, no necesariamente por orden cronoldgieo,todo caso, salvo variaciones
triviales en su presentacion y con sus refererngagpletas.

# Problem 10644 [1998, 175] Proposed by Mihaly Ben®razov, Romania.
Dado un triangulo acutangulo con lados de longiwida, b y c, radio de la
circunferencia inscrita r y radio de la circunferga circunscrita R, demostrar que

. abc
2R [2(a® +b?)(b? +c?)(c’ +a?)

Solucién del grup@&CHQ, Cheltenhome, England.



Claramente, aplicando el teorema de los cosen@asigndo en cuenta que el
triangulo es acutangulo, tenemos que

a® - (b® +c®)(L-cosA) =b® +c? — 2bccosA- (b* + ¢*)(1-cosA) = (b-c)*> cosA= 0
Entonces, utilizando las férmulas del angulo mipatiemos escribir que
2 2 2 2 2 A
a® = (b®> +c®)(L-cosA) = 2(b* +c¢ )serFE

y expresiones analog&s > 2(a” + cz)serfg, y ¢c®=2(a”+ bz)serf%.

Multiplicando ahora estas desigualdades, llegamos a

a’b’c? = 8(a” +b*)(b* +c?)(c® + a*)serf ?serfgserf%

Yy, en consecuencia

abc A B C
> 2sen— sen—sen—
J2(a% +b?)(b? +¢?)(c® +a?) 2 2 2

Finalmente, teniendo en cuenta la identidad4Rsen§sen%sen%, llegamos

al resultado requerido.

Nota 1 AMM): Varios resolutores del problema notaron qugualidad surge cuando el
triangulo es equilatero y que el resultado taml@grvalido cuando el triangulo no es
acutangulo.

Nota 2 (Autor): La desigualdad pedida se puedecrgstrivialmente en la forma

r abc R J2(@ +b%)(b? +c?)(c? +a?)
2R~ J2@% +b?)(b? +c?)(c® +a?) 2 - 4abc

Y, a partir de la desigualdades entre la mediarétiad y la media aritmética, y la
media aritmética y la media geométrica, tenemos que

+b +C +a
BZ\/2(a2+b2)(b2+02)(02+a2)Zﬁﬂ/zdiz E/Edjz E/E%:

2r 4abc 4abc
(a+b)(b+c)(c+a) 51
8abc

de donde se deduce la desigualdad de Euler-Chapple.

# Problem 11245 [2006, 760] Proposed by Cezar Luyniyersity of Bucharest,
Bucharest, Romania, and Tudorel Lupu, Decebal Higine8l, Constanza, Romania



Consideremos un triAngulo acutangulo con ladososgikudes a, b, ¢, con radio
de la circunferencia inscrita r y radio de la cingierencia circunscrita R. Demostrar
que

1 _y2Ra’ - (b-0)* )2’ - (c-a)’ 2’ - (a-b)*)
R (a+b)(b+c)(c+a)

Solucion de Vicente Vicario Garcia, Huelva, Espafia.

Usaremos la notacion habitual en la geometriatd@hgulo, junto con la
conocida identidad

A B C
r = 4Rsen—sen—sen—
2 2 2

A partir del teorema de los cosenos aplicada@aguloABC, es claro que
2c® - (a-Db)? = (a+b)? - 4abcosC = (a+b)*(L- cosC)
y utilizando las formulas del angulo mitad, tenemuos
2c® - (a-b)* = (a+b)*(1-cosC) = 2(a+ b)zserf%
2b* —(a-c)* = (a+c)*(L-cosB) = 2(a+ c)zserf%
287 — (b—c)? = (b+C)? (- cosA) = 2(b + c)zserfi;
y, multiplicando estas desigualdades, entonces
ciclico

M (2a2 —(b—c)2)2 8(a+b)z(b+c)2(c+a)zsenzgsenzgserf%

llegando facilmente a la desigualdad pedida

1 _y2Ra’ - (b-0)* )2’ - (c-a)’ 2’ - (a-b)*)
R (a+b)(b+c)(c+a)

Nota 1 AMM): El resultado sigue siendo valido para triangmoscutangulos, pero las

demostraciones que se presentaron requerian denéessinformaticos y eran mucho
mas largas.

Nota 2 (Autor): La desigualdad demostrada es tmeate equivalente a la siguiente

R (a+b)(b+c)(c+a)

2r 2./2(2a% - (b-¢)?J20? - (c-a)?J2c? - (a-b)?)

10



y, a partir de la desigualdad clasi@+ b)(b + c)(c + a) = 8abc, llegamos a esta otra

22 m\/{z_(?jz}{z_(c;aﬂ{z_(zz_bﬂ P

lo que demuestra la desigualdad de Euler-Chapple.

R
—2
2r

# Problem 11240 [2006, 655Proposed by Pal Péter Dalay, Déak Ferenc HighSchool,
Szeged, Hungary

Sean a, b, c las longitudes de los lados de umguéo y sean R y r, los radios
de sus circunferencias circunscrita e inscrita, pestivamente. Demostrar que

B AT

Solucion de A. K. ShafidASBS Zanjan, Iran.

Utilizaremos la notacion habitual en la geometiéh triangulo. Considerando
sobre el lado de un triangulo las longitudes deslegmentos que deja el punto de
contacto de la circunferencia inscrita sobre elnmisy empleando expresiones
trigonométricas elementales, tenemos que

B C mToA
5 c cosS senC +cos" sent T Bser{z + 2) r Bser(z - 2)
a=r(cot5+cotzj=rlj 2 ZB 2 2 - = =

C B C B C
sen—sen— sen—sen— sen—sen—
2 2 2 2 2 2
& A
rLeoes, B C A B C A A B C
5 - r= asenz senzsecz = 2RsenAseFér sengsecz = 4Rsen§ senE senE
e 5

Es sencillo demostrar, a partir del calculo difergngue * sli ,Ox0O[0Y),
- X

2
y como0< [a j <1, entonces
C
2 4absert ¢
1- a-b)" _ a’ +b” - 2abcosC —a® -b* +2ab _ 2ab(l-cosC) _ 2
c ) c? - c? &

y, en consecuencia, tenemos que

11



=], e v e w
4abser°|(2: 4acseﬁ|: 4bcsent 2‘ 4r 2

Finalmente, extrayendo raices cuadradas, obtenelmesultado pedido.

Nota 1 (Autor): De la desigualdad se deduce trnaite queR > 2r . Notemos el
caracter un tanto sorprendente de la misma al egrdefuncién exponencial,
refinando la desigualdad de Euler-Chapple.

# Problem 11195 [2006, 79Proposed by Marian Tetiva, Barlad, Romania
Sean a, b, c longitudes de los lados de un trifmgudean R y r los radios de las
circunferencias circunscrita e inscrita al triangylrespectivamente. Demostrar que

R 432 4p? 4c? ?
-2 2 2 E 2 2 E 2 2
2r |4a°—(b-c)° 4b°-(a-c)° 4c”-(a-b)

Solucion de Pal Péter Délyay, Hungria.

Seas el semiperimetro del triangulo. Son bien conocldagxpresiones

R= abc y rz\/(s—a)(s—b)(s—c)
4,/s(s-a)(s—b)(s—c) s

Aplicando ahora la desigualdad entre las medidsnética y geométrica,
tenemos que

4a®-(b-c)*=a*+a’*+a’+a’°-(b-c)’ =

a’+a’*+a’+4(s-b)(s-c)= 4[{/4a6(s—b)(s—c)

y analogamente padb’® - (c-a)?, y 4c® —(a—b)?. Entonces es claro que

4a° o 4b? g 4c? T - a’b?c? _
42’ -(b-c)* 4b*-(a-c)® 4c®-(a-b)’] | 4/64a°b°c®(s-a)’(s-b)’(s-c)>
abc R

8(s-a)(s-b)(s-c) 2r
lo que demuestra la proposicion.
Nota 1(Autor): Es obvio que de la desigualdad derada se deduce que= 2r .

Nota 2AMM): C. R. Pranesackar demostro la desigualdad ne@kefsiguiente

12



R 2a’ 2b? 2c?
— 2 I E >
2r 2a’-(b-c)® 2b*-(c-a)* 2c*-(a-b)?

4a’ ’ 4p? ’ 4c? ’
4a® - (b-c)? 4b® —(c—a)? 4¢c? —(a-bh)?

La primera desigualdad se puede demostrar de f@imdar a la anterior,
utilizando la desigualdad entre las medias aritaéfi geométrica. De esta forma,
tenemos que

2a° - (b-c)* =a® +4(s-b)(s-c¢)

y la segunda desigualdad se demuestra a partiedbab de que

2 2 2
2_2a_ 7 2 2_4a_ 2 = (b-0)*20
2a“—(b-¢) 4a“ - (b-c)

Nota 3AMM): Una generalizacion fue dada por Y. Dumont qumeastro que Si

0<d <1, entonces la funciorf (x) = (1—gj es decreciente para>d. Poniendo
X

b-c)’ c-a)’ a-b)’
ahorad, =(—j , d, :(Tj , dg =(—j , tenemos que
a c

(Z—F\;j = fd1 )] Dfdz )] Dfd3 @® > fd1 (X) Dfdz (X) [Ifd3 (x), Ox>1

Tomando las raices cuadradas de ambos miembroglcua= 4, entonces
llegamos a la desigualdad pedida, y tomando raitedradas cuande= , dbtenemos
la desigualdad de Pranesackar, mas fuerte quedaan

4.- Generalizaciones de la desigualdad. Algunas kexiones

Expondremos aqui algunos comentarios y reflexianes se pueden obtener
analizando la desigualdad de Euler-Chapple y sueergkzaciones. Pero antes de
llevarlo a cabo, creemos que es importante prasenta de las demostraciones mas
simples, elegantes y sorprendentes de esta dedaguahparece en el librovtaxima
and minima without calcultgle Ivan Niven.

Demostracion (I. Niven): Esta es una demostraciag simple conceptualmente. Sean
L, M, N los puntos medios de los ladB€, CAy AB, respectivamente, de un triangulo
ABC. Sabemos que el trianguldN es semejante al triangudBCy que la longitud de
cada uno de sus lados es exactamente la mitadaw®gitud correspondiente a los lados
del trianguloABC. SeaR el radio de la circunferencia que circunscribdri@ngulo
ABC, entonce$/2 sera el radio de la circunferencia que circuhsal triAangulo_MN.
Pero, por otra parte, es sabido que la circunfeaenscrita al trianguldABC es la de
menor radio y tal que tiene un punto en comun agalguiera de los tres lados. En
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consecuencia, tenemos que R . /&demas, la igualdad se produce si y sélo si la
circunferencia circunscrita al trianguldN es tangente a todos los lados del triangulo
ABC, y por tanto, es la circunferencia inscrita AlBC. No es dificil ver que en este
caso, el trianguldBC es equilaterom

Otra demostracion particularmente breve (valida paangulos acutangulos) es
la que recurre al teorema de Erdés-Mordell y aleie@ de Carnot. Si particularizamos
como punto interioP en la desigualdad de Erdés-Mordell al circuncede&bmismo, y
teniendo en cuenta el famoso teorema de Carnotezd

AP+BP+CP22[{PD+PE+PF) = R+R+R22[R+r) « R>2r

Por otra parte, dos continuaciones naturales dedggualdad de Euler-Chapple
son las relacionadas con los cuadrilateros biaarsries decir aquellos que admiten
circunferencia inscrita y circunferencia circungcrily en general, con cualquier
poligono convexo que admita circunferencia inscyit&ircunscrita a la vez) y la
relacionada con la desigualdad de Euler para thtrae

En relacion con la primera tenemos que menciorlarteerema sobre
cuadrilateros bicéntricos de Fuss (discipulo deerftubparecido enNova Acta
Academiae Scientiarum Petropolitand8, 1795-1796. La distancid = Ol entre el
circuncentro y el incentro de un triangulo ya hahé determinada por Chapple y por

Euler y viene dada pat® = R - 2Rr, que se puede reescribir en la forma

1 1 1
= +

r R+d R-d

El teorema de Fuss para cuadrilateros bicéntriabena que se cumple la
siguiente relacién, siendbla distancia entre los centros de las circunfeasnascrita y

circunscrita al cuadrilatero:d* —-2(R®> +r?)d*+R*-2R%r? = ,0 que se puede
reescribir en la forma equivalente

= +

r* (R+d) (R-d)f

1 1 1
L2

Observemos la enorme semejanza entre la igualdad puadrilateros
bicéntricos (Fuss) y la igualdad para triangulosldEChapple). A este respecto, es
interesante también observar que existe desigualdad de Fuspara cuadrilateros
bicéntricos. Podemos obtenerla facilmente a pdetita relacion anterior, simplemente
resolviendo la ecuacién bicuadrada asociada e irapda condiciones elementales

d*-2(R*+r?)d*+R*-2Rr’=0 - d*=R*+r°-rv4R*+r* 20 =
RZ+12—ryaR? +17 20 = (R2+r2f 2r2(4R? +12) = R* 2 2R%? = R24201

siendo esta ultimaR=+/21, la analoga a la desigualdad de Euler-Chapple para
cuadrilateros bicéntricos.
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Analicemos ahora la extensién de la desigualdadEdier-Chapple para
tetraedros. Segun D. Francisco Bellot, editor deelasta OIM, en su articulo sobre
“Geometria del tetraedfdOIM, 32, pag 7) mientras en el triangulo existea relacion
bien conocida que relaciona la distancia entreireliiecentro y el incentro con los
radios de las circunferencias circunscrita e itscia saberOIl* =R(R-2r )en el
tetraedro no ocurre lo mismo, salvo que se impongamdiciones especiales. En
Mathesis, 1924, (pag 256), Cl. Servais demostralb®, @n general, no existe tal
relacion, refutando la afirmacién hecha un sigleampor Durrande (que junto con Fuss
se le considera el descubridor de la relacion enadrilatero bicéntrico ya comentada).
Cuando el tetraedro es tal que un vértice del migiigamosA, su incentrol y su
circuncentrdO, estan alineados, entonces se tiene que

012 =(R+r)(R-3r)

de donde se deduce trivialmente la desigualdaduter-EhappleR > 3r para este tipo
de tetraedros. Por otra parte, la anterior demoétrade |. Niven de la desigualdad de
Euler-Chapple para el triangulo, puede generalizafacilmente al espacio
tridimensional para todos los tetraedros. Muy mdemente enMathematical
Reflectionsl (2009), Nguyen Tien Lam propone una demostradea desigualdad
R > 3r para tetraedros, demostrando que se tiene

0|2 :Rz_rzmz (AAj)

1<i<j<4 hihj

dondeR y r son los radios respectivos de las esferas cirdtescinscrita al tetraedro,
A A es la distancia entre los verticds yA; conl<i<|j< 4,y h es la distancia

desde el verticd, con i= 1234 a su cara opuesta. Tien Lam concluye la
demostracion de la desigualdad generalizada paegdeos, probando que

s BAF

l<i<j<4 hihj

de donde se deduce inmediatamente el resulRddr. Existe otro articulo muy
reciente, esta vez sobre desigualdades angulares tetraedrb El autor M. Chen,
hacia el final del articulo, indica que el analega desigualdad para triangulos

cos?é+coszﬁ+c0329£g
2 2 2 4

gue como puede demostrarse facilmente por los metqde se han expuesto en este
articulo es equivalente a la desigualdad de Eydeque

A B C 9 1+cosA 1+cosB 1+cosC
CO¥ —+C0S —+C0F — <= = 5 + > + > <

9
4

" En la misma revista digitAllathematical Reflection8 (2008) aparece el articul&figle Inequalities in
Tetrahedrd de Mark Chen en el que se analizan algunas daisigdes en el tetraedro.
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3+(cosA+cosB +cosC) < % -

f
es la desigualdadz cosz7“ <4 para tetraedros, dondf denota el angulo diedral
I<i<j<4

entre las carad; y f;, que son las respectivamente opuestas a loseg&#jcy A, del

mismo. Seria muy interesante demostrar si a metiesta Ultima desigualdad se puede
obtener la desigualdad de Euler-Chapple para thtrae
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