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Introducción 
 
Los Sangaku son unas tablas de madera con enunciados de problemas de geometría 
euclídea creados en Japón en el período Edo 1603-1867. En este período Japón 
estaba aislado de occidente. Estas tablas estaban expuestas en los templos budistas. 
 

 
 
Los 10 problemas escogidos pertenecen a tablas de la prefectura de Nagano y su 
temática principal son triángulos. Los problemas son de distinto grado de complejidad 
y de una gran belleza de colores y formas. 
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Enunciados 
 

Problema 1 
La siguiente figura está formada por 1 triángulo equilátero y 3 
cuadrados iguales. El lado del triángulo equilátero es a. Calcular el 
lado del cuadrado. 
 
 
 
 
Problema 2 

Sea el triángulo isósceles 
∆

ABC , ACAB = . Sea la circunferencia 
inscrita de centro 1O  y radio 1r . Sean D, E los puntos de tangencia 

de la circunferencia inscrita y los lados AC,AB  del triángulo. Sea la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ADE  de centro 2O  y radio 2r . 
Consideremos la circunferencia de centro 3O  y radio 3r . 
Determinar el valor de 2r  en términos de 3r . 
 
 
 
 
Problema 3 

En el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90B = , se han inscrito 
los cuadrados P, Q, R, S, T (ver figura). Si los lados de 
los cuadrados S, T son a, b, respectivamente, calcular el 
lado del cuadrado P. 
 
 

 
 
 
 
 

Problema 4 

El rombo BDEF está inscrito en el triángulo 
∆

ABC  sea r el radio de la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

AFE  y s el radio de la circunferencia 

inscrita al triángulo 
∆

DCE . Determinar r en función de s y de los lados a, 
c. 
 
 
Problema 5 

En el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90C = , sea CD  la altura sobre la 
hipotenusa. 
Sean conocidos los catetos del triángulo. Determinar los radios de las 

circunferencias inscritas a los triángulos rectángulos 
∆

ADC , 
∆

BCD .  
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Problema 6 

Sea el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90B = . Sea D un punto de la 
hipotenusa AC . Sea 1r  el radio de la circunferencia inscrita al 

triángulo 
∆

ABD  y 2r  el radio de la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

BCD . Determinar el radio 1r  en función de 2r  y de los catetos 

BCa =  y ABc = . 
 
 
 
Problema 7 

Dado el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90A = , tal que los 

triángulos 
∆

ADE , 
∆

DAF , y el rectángulo HCGI tienen la misma 
área. Si GEFHx == , determinar x en función de los catetos 

del triángulo rectángulo 
∆

ABC . 
 
 
 
 
Problema 8 
En la siguiente figura el triángulo es isósceles y está inscrito en una 
circunferencia de radio R. Hay 4 circunferencias iguales de radio r y 
una circunferencia más pequeña de radio s. 
Calcular los radios de las circunferencias r y s en función de R radio 
de la circunferencia mayor. 
 
 
 
 
Problema 9 

Sea el triángulo isósceles 
∆

ABC , aACAB ==  constante. Sea la 
circunferencia inscrita de centro 1O  y radio 1r . Una circunferencia de 

centro 2O  y radio 2r  es tangente a los lados del triángulo AC,AB  y 
tangente exterior al la circunferencia anterior. As í se construyen n 
circunferencias. 
Si n es constante y BCx =  variable. 
Para que valor de x el radio nr  es máximo. 
 
 
 
Problema 10 

Sea el triángulo 
∆

ABC  cualquiera y r  el radio de la circunferencia 
inscrita y ah .la altura sobre el lado BC . 

Las circunferencias  inscritas a los triángulos 
∆

ABD , 
∆

ADC  tienen el 
mismo radio 1r . 
Determinar 1r  en términos de r y ah . 



Soluciones 
 

Problema 1 

 
 
 
La siguiente figura está formada por 1 triángulo equilátero y 3 
cuadrados iguales. El lado del triángulo equilátero es a. Calcular el 
lado del cuadrado. 
 
Solución: 

Sea el triángulo equilátero 
∆

ABC  de lado a. 
Sea BDDEx ==  lado del cuadrado. 

º30EDF =∠ . Entonces, x3DF = . 

( )x32x3x2a +=+= . 

Entonces, ( )a32x −= . 
 
 
 
 
 



Problema 2 

 
 

Sea el triángulo isósceles 
∆

ABC , ACAB = . Sea la circunferencia 
inscrita de centro 1O  y radio 1r . Sean D, E los puntos de 

tangencia de la circunferencia inscrita y los lados AC,AB  del 

triángulo. Sea la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ADE  de 
centro 2O  y radio 2r . Consideremos la circunferencia de centro 

3O  y radio 3r . Determinar el valor de 2r  en términos de 3r . 
 
Solución: 
Sea H el punto medio del lado BC . 
Sea M el punto medio del segmento DE . 
Sea 1MDODAM ∠=∠=α  
Aplicando razones trigonométricas al triángulo rectángulo 

∆

1MDO : 

α= cosrDM 1 . Por tanto, α= cosr2DE 1 . α= sinrMO 11  
Aplicando razones trigonométricas al triángulo rectángulo 

∆

1ADO : 

α
=

sin
r

AO 1
1 , 

α
=

tg
r

AD 1 . 

Entonces,  

α−
α

=−= sinr
sin

r
MOAOAM 1

1
11 . 

Calculando el área del triángulo 
∆

ADE : 







 αα−

α
α

=







α−

α
⋅α=⋅= cossin

sin
cos

rsinr
sin

r
cosr2

2
1

AMDE
2
1

S 2
11

1
1ADE . 

( ) 







α+

α
=








α+

α
=+= cos

tg
1

rrrcosr2
tg

r2
2
1

rDEAD2
2
1

S 2121
1

2ADE . 

Igualando las áreas: 









α+

α
=







 αα−
α
α

cos
tg
1

rrcossin
sin
cos

r 21
2

1 . Simplificando: 







 α+

α
α

=





 αα−

α
α

cos
sin
cos

rcossin
sin
cos

r 21 . 

Despejando 2r : 



11

2

1

2

2 r)sin1(r
sin1
sin1

r
cossincos
cossincos

r α−=
α+
α−

=
αα+α
αα−α

= . 

Entonces, 

1112 MOrr)sin1(r −=α−= . 

Entonces, el centro de la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ADE  pertenece a la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ABC . 
Entonces, 32 r2r = . 
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Problema 3 
 

 
 

En el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90B = , se han 
inscrito los cuadrados P, Q, R, S, T (ver figura). Si 
los lados de los cuadrados S, T son a, b, 
respectivamente, calcular el lado del cuadrado P. 
 
 
 
 
Solución: 
Sea x el lado del cuadrado P. 
Sea y el lado del cuadrado Q. 
Sea z el lado del cuadrado R. 

Los triángulos rectángulos 
∆

DEF, 
∆

FGH  son semejantes. 
Aplicando el teorema de Tales: 

yx
y

ay
a

−
=

−
. Entonces, axy2 =                            (1) 

Los triángulos rectángulos 
∆

FGH , 
∆

HIJ son semejantes. 
Aplicando el teorema de Tales: 

z
zx

yx
y −=
−

. Entonces, yxz −=                            (2) 

Los triángulos rectángulos 
∆

JKL , 
∆

HIJ  son semejantes. Aplicando el teorema de Tales: 

b
bz

z
zx −=− . Entonces, )bz(z)zx(b −=−               (3) 

Sustituyendo la expresión (2) en la expresión (3): 
)byx)(yx()yxx(b −−−=−− . 

0bxxxy2y 22 =−+− . Resolviendo la ecuación en la incógnita y: 

bxxy −=                                                                 (4) 
Igualando las expresiones (1) y (4): 

( )2bxxax −= . Resolviendo la ecuación en la incógnita x: 

ab2bax ++= . 
 
 



 Problema 4 
 

 
 

El rombo BDEF está inscrito en el triángulo 
∆

ABC  sea r el radio de 

la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

AFE  y s el radio de la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

DCE . Determinar r en función de 
s y de los lados a, c. 
 
 
Solución: 
Sea BFBDx ==  el lado del rombo. 

Los triángulos 
∆

AFE , 
∆

DCE  son semejantes aplicando el teorema de Tales: 

xa
x

s
r

−
= , entonces, s

xa
x

r
−

=                  (1) 

Los triángulos 
∆

AFE , 
∆

ABC  son semejantes aplicando el teorema de Tales: 

xc
c

a
x

−
= , entonces, 

ca
ac

x
+

=                   (2) 

Sustituyendo la expresión (2) en la expresión (1) y simplificando: 

a
cs

r = . 



Problema 5 
 

 
 

En el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90C = , sea CD  la altura sobre la 
hipotenusa. 
Sean conocidos los catetos del triángulo. Determinar los radios de las 

circunferencias inscritas a los triángulos rectángulos 
∆

ADC , 
∆

BCD .  
 
Solución: 
Sean los catetos BCa = , ACb =  

Sean r, s los radios de les circunferencias inscritas a los triángulos rectángulos 
∆

ADC , 
∆

BCD , respectivamente.  

Aplicando el teorema del cateto al triángulo rectángulo 
∆

ABC : 

cAHb2 ⋅= , entonces, 
22

2

ba

b
AH

+
= . cBHa2 ⋅= , entonces, 

22

2

ba

a
BH

+
= . 

El radio de la circunferencia inscrita a un triángulo rectángulo es igual al semiperímetro 
menos la hipotenusa, entonces: 

AC
2

CDADAC
r −

++
= ,  

22

2222222

2

ba2

abbbab
b

2
ba

ab

ba

b
b

r
+

+++−
=−+

+
+

+

= . 

Análogamente, 
22

222

ba2

ababaa
s

+

+++−
= . 



Problema 6 
 

 
 

Sea el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90B = . Sea D un punto de la 
hipotenusa AC . Sea 1r  el radio de la circunferencia inscrita al 

triángulo 
∆

ABD  y 2r  el radio de la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

BCD . Determinar el radio 1r  en función de 2r  y de los catetos 

BCa =  y ABc = . 
 
Solución: 
Sea 1O  el centro de la circunferencia inscrita 

al triángulo 
∆

ABD  de radio 1r . 
Sea 2O  el centro de la circunferencia inscrita 

al triángulo 
∆

BCD  de radio 2r . 
Consideremos la circunferencia inscrita al 

triángulo 
∆

ABC  de centro I y radio r. 
Sea D, E los puntos de tangencia de la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ABC  y los 
lados a, c respectivamente. 
Sea M el punto de tangencia de la 

circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ABD  y el lado c. 

Sea N el punto de tangencia de la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

BCD  y el lado a. 

Los triángulos 
∆

1AMO , 
∆

AEI  son semejantes, aplicando el teorema de Tales: 

r
r

rc
AM 1=
−

. Entonces, 
r

)rc(r
AM 1 −

= .  
r

)rc(r
cBM 1 −

−=            (1) 

Los triángulos 
∆

2CNO , 
∆

CDI son semejantes, aplicando el teorema de Tales: 

r
r

ra
CN 2=

−
. Entonces, 

r
)ra(r

CN 2 −
= .  

r
)ra(r

aBN 2 −
−=            (2) 

Consideremos el triángulo rectángulo 
∆

BLK , º90L =  tal que la circunferencia de centro 

2O  y radio 2r  es inscrita al triángulo. Sea J el punto de tangencia del lado KL  y la 
circunferencia. 

KJBNBK += . 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo 
∆

BLK : 



( ) ( ) ( )22
2

2
2

rKJrBNKJBN +++=+ . Despejando KJ . 

( )
2

22

rBN

rrBN
KJ

−

+
=                                                                            (3) 

Sustituyendo la expresión (1) en la expresión (3): 
( )

)rr(a
rr2ararr

KJ
2

222

−
+−

=                                                                 (4) 

Los triángulos 
∆

1BMO , 
∆

2KJO  son semejantes aplicando el teorema de Tales: 

21 r
KJ

r
BM

=                                                                                    (5) 

 
Sustituyendo las expresiones (1) (4) en la expresión (5): 

2

2

222

1

1

r
)rr(a

)rr2arar(r

r
r

)rc(rcr
−

+−

=

−−

. 

Simplificando: 
( ) 12

2
1221

2 rrr2rrrrrrrac =+−−                       (6) 
Despejando 1r  

( )
)rr(acrr2

rrrac
r

22
2

2
2

1 −+

−
=                                    (7) 

El radio de la circunferencia inscrita del triángulo rectángulo es igual al semiperímetro 
menos la hipotenusa: 

2
caca

ca
2

caca
r

22
22

22 +−+
=+−

+++
=               (8) 

Sustituyendo la expresión (8) en la expresión (7) y simplificando: 




 +−






 +−−+

=
22

2

22
2

1
car2ac2

car2caac
r . 

 
 
 
 



Problema 7 
 

 
 

Dado el triángulo rectángulo 
∆

ABC , º90A = , tal que los 

triángulos 
∆

ADE , 
∆

DAF , y el rectángulo HCGI tienen la misma 
área. Si GEFHx == , determinar x en función de los catetos 

del triángulo rectángulo 
∆

ABC . 
 
Solución: 
Sea BCa = , ACb = . 

Si los triángulos 
∆

ADE , 
∆

DAF  tienen la misma área, entonces, a
2
1

BF = , b
2
1

AE = . 

El área del triángulo 
∆

ADE  es 
8
ab

SADE = . 

x
2
a

HC −= , x
2
b

CG −= . 

El área del rectángulo HCGI es: 







 −






 −= x

2
b

x
2
a

SHXGI ,  ADEHXGI SS = . Entonces: 

8
ab

x
2
b

x
2
a

=





 −






 − . Resolviendo la ecuación en la incógnita x: 

4
baba

x
22 +−+

= . 



Problema 8 
 

 
 
En la siguiente figura el triángulo es isósceles y está inscrito en una 
circunferencia de radio R. Hay 4 circunferencias iguales de radio r y 
una circunferencia más pequeña de radio s. 
Calcular los radios de las circunferencias r y s en función de R radio de 
la circunferencia mayor. 
 
Solución:  

Sea el triángulo isósceles 
∆

ABC  BCa = , ACABb == . 
Sea ADh =  altura del triángulo. Sea r2ROE −= . 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo 
∆

AEO : 
2

2

2
b

Rr2R 







−=−                                                          (1) 

Los triángulos 
∆

AGC  i 
∆

ABD  son semejantes, aplicando el 

teorema de Tales: 
b
h

R2
b = , entonces, 

R2
b

h
2

=                               

(2) 

R2
b)R2(

b
2
a

22 −
= , entonces, 22 b)R2(

R
b

a −=              (3) 

Consideremos el triángulo rectángulo 
∆

ACD  y la circunferencia inscrita de radio r. 

Entonces, 
2

b
2
a

h
r

−+
=                                                      (4) 

Sustituyendo las expresiones (2), (3) en la expresión (4): 

bb)R2(
R2
b

R2
b

r2 22
2

−−+=                                             (5) 

Sustituyendo la expresión (5) en la expresión (1): 
2

222
2

2
b

Rbb)R2(
R2
b

R2
b

R 







−=










−−+−                    (6) 

Elevando al cuadrado y simplificando: 
0R3Rb2b2 22 =−− . Resolviendo la ecuación en la incógnita b: 

R
2

71
b

+=                                                                       (7) 

Sustituyendo la expresión (7) en la expresión (1) 



2

2 R
4

71
Rr2R 









 +−=−  

Entonces, 
16

728
RRr2

−−= ,  R
8

75
r

−= . 

R2s2h =+ . Entonces, R
4

74
R2

R
2

71

R2
R2

b
R2hR2s2

2

2 −=









 +

−=−=−= , 

entonces, R
8

74
s

−= . 



Problema 9 
 

 
 

Sea el triángulo isósceles 
∆

ABC , aACAB ==  
constante. Sea la circunferencia inscrita de centro 1O  y 
radio 1r . Una circunferencia de centro 2O  y radio 2r  es 

tangente a los lados del triángulo AC,AB  y tangente 
exterior al la circunferencia anterior. As í se construyen n 
circunferencias. 
Si n es constante y BCx =  variable. 
Para que valor de x el radio nr  es máximo. 
 
Solución: 
Sea H el punto medio del lado BC . 

Sea D el punto de tangencia de la circunferencia inscrita al triángulo 
∆

ABC  y el lado 
AC . 
Sean E, F les tangentes de las otras circunferencias. 
Consideremos la recta tangente a las dos primeras circunferencias que cortan el lado 
AB  en el punto K. Sea J la proyección de K sobre el lado BC . 

2
xa2

AD
+= , 

2
x

CDCH ==  

2
2

2
x

aAH 







−= . 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo 
∆

DAO1 : 

2
2

1

2

1

2
2

2
xa2

rr
2
x

a 





 +

+=













−






− . 

Entonces, 
xa22

xa2x
r1

+

−=                                      (1) 

 
DEKL =  

2
DEx

2
KLBC

BJ
−

=
−

= , 
2
DEx

2
DE

CDKBLC
+

=+== . 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo 
∆

KJB : 

( )
2

2
1

2

2
DEx

r2
2
DEx










 +
=+









 − . 



Entonces, 
x
r4

DE
2

1=                                           (2) 

Sea h la altura sobre el lado BC  del triángulo  

AD

DEAD

AD

AE
r
r

1

2 −
== . 

2

3

1

211

1

2

r
r

r2h
r2r2h

h
r2h

r
r

=
−

−−
=

−
=  

Entonces: 

AD

DEAD
r
r

....
r
r

r
r

r
r

1n

n

3

4

2

3

1

2 −
=====

−

               (3) 

 

xa2
xa2

)xa2(2
)xa2(x

8)xa2(x

)xa2(x

r8)xa2(x

)xa2(x

x
r4

2
xa2
2

xa2

AD
DEAD

22
1

2
1

+
−

=









+
−

−−

−
=

−−

−
=

−
−

−

=
−  

Multiplicando las n-1 primeras igualdades de (3): 
1n

1

n

xa2
xa2

r
r

−









+
−

=  

2
1

n1n1n

1n xa2
xa2

2
x

xa2
xa2

xa22

xa2x
xa2
xa2

rr
−−−









+
−

=







+
−

+

−
=








+
−

= . 

Calculemos la derivada de nr  respecto de la variable x: 



















+−

+





 −−−









+
−

=
+

−








+
−









−+








+
−

=
−−−

)xa2)(xa2(

a4x
2
1

na4x

xa2
xa2

2
1

)xa2(
a4

xa2
xa2

2
1

n
2
x

xa2
xa2

2
1

dx
)r(d

22
1n

2

2
3

n
2
1

n
n

0
dx

)r(d n = , si 0a4x
2
1

na4x 22 =+





 −−−  

Resolviendo la ecuación: 

a)1n2(4)1n2(x 2 




 −−+−= . 
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Problema 10 
 

 

Sea el triángulo 
∆

ABC  cualquiera y r  el radio de la circunferencia 
inscrita y ah .la altura sobre el lado BC . 

Las circunferencias inscritas a los triángulos 
∆

ABD , 
∆

ADC  tienen 
el mismo radio 1r . 
Determinar 1r  en términos de r y ah . 
 
Solución: 
 
Veamos primero la relación entre el radio de una circunferencia inscrita a un triángulo 
y la altura. 
Sea p el semiperímetro. Igualando les fórmulas de las áreas: 

)cp)(bp)(ap(ppr −−−= , )cp)(bp)(ap(p
2

ah −−−= . 

Entonces, 
p

)cp)(bp)(ap(
r

−−−= ,  
a

)cp)(bp)(ap(p2
ha

−−−
= . 

Sea T el punto de tangencia de la circunferencia inscrita y el lado 
BC . 

bpBT −= , cpCT −= ,. 
bp

r
2
B

tg
−

= , 
cp

r
2
C

tg
−

= . 

p
a

1
p

ap
)bp)(ap(

r
2
C

tg
2
B

tg
2

−=
−

=
−−

=⋅ . 
p
a

1

a
)cp)(bp)(ap(p2

p
)cp)(bp)(ap(

2
1

h
r2

1
a

−=
−−−

−−−

+=− . 

Entonces, 
2
C

tg
2
B

tg
h

r2
1

a

⋅=−                                 (1) 

 
 

Aplicando la propiedad anterior al triángulo 
∆

ABD  

2
BDA

tg
2
B

tg
h
r2

1
a

1 ∠=−                                           (2) 



Aplicando la propiedad anterior al triángulo 
∆

ADC  

2
ADC

tg
2
C

tg
h
r2

1
a

1 ∠=−                                           (3) 

Sustituyendo las expresiones (2) (3) en la expresión (1): 

2
ADC

tg

h
r2

1

2
BDA

tg

h
r2

1

h
r2

1 a

1

a

1

a ∠

−
⋅

∠

−
=−  

Como que 1
2

ADC
tg

2
BDA

tg =∠⋅∠ , 

2

a

1

a h
r2

1
h

r2
1 








−=− . Despejando la incógnita 1r : 

2

rh2hh
r a

2
aa

1

−−
= . 
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