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Introduccion

Los Sangaku son unas tablas de madera con enunciados de problemas de geometria
euclidea creados en Japon en el periodo Edo 1603-1867. En este periodo Japon
estaba aislado de occidente. Estas tablas estaban expuestas en los templos budistas.

Los 10 problemas escogidos pertenecen a tablas de la prefectura de Nagano y su
tematica principal son triangulos. Los problemas son de distinto grado de complejidad

y de una gran belleza de colores y formas.




Enunciados

Problema 1

La siguiente figura esta formada por 1 triangulo equilateroy 3
cuadrados iguales. El lado del triangulo equilatero es a. Calcular el
lado del cuadrado.

Problema 2
D -
Sea el triangulo is6sceles ABC, AB = AC. Sea la circunferencia A
inscrita de centro O, y radio r,. Sean D, E los puntos de tangencia
de la circunferencia inscrita y los lados AB,AC del triangulo. Sea la
D
circunferencia inscrita al triangulo ADE de centro O, yradio r,.
o E
g &

Consideremos la circunferencia de centro O, y radio r,.
Determinar el valor de r, en términos de r,.

Problema 3
D A
En el triangulo rectangulo ABC, B =90°, se han inscrito
los cuadrados P, Q, R, S, T (ver figura). Si los lados de T
los cuadrados S, T son a, b, respectivamente, calcular el
lado del cuadrado P. R
P
0 s

B C

Problema 4
o A
El rombo BDEF esta inscrito en el triangulo ABC sea r el radio de la .
D F
circunferencia inscrita al triangulo AFE y s el radio de la circunferencia
D

inscrita al triangulo DCE. Determinar r en funcién de sy de los lados a, . c
C. D

Problema 5

D -
En el triangulo rectangulo ABC, C =90°, sea CD la altura sobre la
hipotenusa.
Sean conocidos los catetos del triangulo. Determinar los radios de las

D D
circunferencias inscritas a los triangulos rectangulos ADC, BCD. B



Problema 6

D
Sea el triangulo rectangulo ABC, B =90°. Sea D un punto de la A
hipotenusa AC. Sea r, el radio de la circunferencia inscrita al

D
triangulo ABD vy r, el radio de la circunferencia inscrita al triangulo D

D
BCD. Determinar el radio r; en funcion de r, y de los catetos

a=BC yc=AB.

Problema 7
D
Dado el triangulo rectangulo ABC, A =90°, tal que los

D D
triangulos ADE, DAF, y el rectangulo HCGI tienen la misma
area. Si x =FH = GE , determinar x en funcién de los catetos

D
del triangulo rectangulo ABC. [

Problema 8

En la siguiente figura el triangulo es isGsceles y esta inscrito en una
circunferencia de radio R. Hay 4 circunferencias iguales de radio r y
una circunferencia mas pequefia de radio s.

Calcular los radios de las circunferencias r y s en funcion de R radio
de la circunferencia mayor.

Problema 9

Sea el triangulo isdsceles ABC , AB = AC =a constante. Sea la
circunferencia inscrita de centro O, y radio r,. Una circunferencia de
centro O, yradio r, estangente a los lados del triangulo AB,AC y
tangente exterior al la circunferencia anterior. Asi se construyen n
circunferencias.

Sin es constante y x = BC variable.

Para que valor de x el radio r, es maximo.

Problema 10

D
Sea el triangulo ABC cualquieray r el radio de la circunferencia

inscrita'y h, .la altura sobre el lado BC.

D D
Las circunferencias inscritas a los tridngulos ABD, ADC tienen el

mismo radio r, .
Determinar r, entérminos dery h,.




Soluciones

Problema 1

La siguiente figura esta formada por 1 tridngulo equilateroy 3
cuadrados iguales. El lado del triangulo equilatero es a. Calcular el
lado del cuadrado.

Solucioén:

D
Sea el triangulo equilatero ABC de lado a.
Sea x =DE =BD lado del cuadrado. C
PEDF =30° . Entonces, DF = +/3x .

a= 2x+J§x:(2 +J§)x.
Entonces, x = (2- J§)a




Problema 2

D -
Sea el triangulo isosceles ABC, AB = AC. Sea la circunferencia
inscrita de centro O, y radio r,. Sean D, E los puntos de

tangencia de la circunferencia inscrita y los lados E,E del

D
triangulo. Sea la circunferencia inscrita al triangulo ADE de
centro O, yradio r,. Consideremos la circunferencia de centro

O, yradio r,. Determinar el valor de r, en términos de r,.

Solucion:
Sea H el punto medio del lado BC.

Sea M el punto medio del segmento DE.
Sea a = BDDAM =D MDO,

Aplicando razones trigopnométricas al triangulo rectangulo
D

MDO, :

DM=r, cosa . Por tanto, DE = 2r, cosa . MO, =r, sina

Aplicando razones trigopnométricas al triangulo rectangulo

D
ADO, :

— r — r
AO, = 1 AD=-1.
sina tga
Entonces,
AM = AO, - MO, =——-r;sina.
sina

D
Calculando el area del triangulo ADE :

l—"—=_1 e r .0 aEosa . 0
Spoe =7 DEXAM =—-2r, cosa ¢ L - rlsma+:r129 —— - sinacosa-.
2 2 gsina I} esina %)

— — &2 0 & 0

S aoE =1(2AD +DE)r2 =1 —L +2r, cosai, =1, i+cosai.

2 2 gtga P tga P
Igualando las areas:

280€0sa . 0_ el 0 o o _
" ¢—_——- sinacosa-+=rr,g——+cosaxz. Simplificando:
gsina o tga 3
aeosa . 0_ aeosa 0
16— - sinacosa~+=r,G—— +cosa-.
e Sina [} esSina ]

Despejando r,:



_cosa - sin? acosa _1- sin’a
cosa +sinacosa . 1+sina

Entonces,

r, =(@- sina), =r,- MO, .

5 r,=@- sina)r.

D
Entonces, el centro de la circunferencia inscrita al triangulo ADE pertenece a la

D
circunferencia inscrita al triangulo ABC .
Entonces, r, = 2r,.



Problema 3

A
=
R
. D
En el triangulo rectangulo ABC, B =90°, se han
inscrito los cuadrados P, Q, R, S, T (ver figura). Si
los lados de los cuadrados S, T son a, b,
respectivamente, calcular el lado del cuadrado P. b
Q S
B

Solucion:
Sea x el lado del cuadrado P. A
Seay el lado del cuadrado Q. L
Sea z el lado del cuadrado R. 3

D D
Los triangulos rectangulos DEF, FGH son semejantes. «
Aplicando el teorema de Tales: H

|

a4 -y Entonces, y? = ax (1)
y-a X-Yy F

D D G
Los triangulos rectangulos FGH, HIJ son semejantes. E
Aplicando el teorema de Tales:
Y =X"Z Entonces, z=x-y 2) B
X-y z

D D
Los triangulos rectangulos JKL , HIJ son semejantes. Aplicando el teorema de Tales:
X-z_2z-b . Entonces, b(x - z) =z(z - b) ©))

z

Sustituyendo la expresion (2) en la expresion (3):

b(x- x-y)=(x-y)x-y-Db).

y? - 2xy+x? - bx = 0. Resolviendo la ecuacion en la incognita y:
y =x- +bx @)
Igualando las expresiones (1) y (4):

ax = (x - Jbx )2. Resolviendo la ecuacion en la incognita x:

x=a+b+2+/ab.



Problema 4

D
El rombo BDEF esté inscrito en el triangulo ABC sear el radio de
D
la circunferencia inscrita al triAngulo AFE y s el radio de la

D
circunferencia inscrita al triangulo DCE. Determinar r en funcion de
s y delos lados a, c.

Solucion:
Sea x =BD =BF el lado del rombo.

D D
Los triangulos AFE, DCE son semejantes aplicando el teorema de Tales:

r X X
—=——,entonces, r =——s Q)
s a-x a- X

D D
Los triangulos AFE, ABC son semejantes aplicando el teorema de Tales:

X-_¢ , entonces, x = ac (2)

a c-X atc

Sustituyendo la expresion (2) en la expresion (1) y simplificando:
cs

r=—.

a



Problema5s

D -
En el triangulo rectangulo ABC, C =90°, sea CD la altura sobre la
hipotenusa.
Sean conocidos los catetos del triangulo. Determinar los radios de las

D D
circunferencias inscritas a los triAngulos rectangulos ADC, BCD.

Solucion:
Sean los catetos a=BC, b=AC

D
Sean r, s los radios de les circunferencias inscritas a los triAngulos rectangulos ADC,
D

BCD, respectivamente.

D
Aplicando el teorema del cateto al triangulo rectangulo ABC:

b2 , = — a
———. a° =BHxc, entonces, BH= ——.
’aZ + b2 ’az + b2
El radio de la circunferencia inscrita a un triangulo rectangulo es igual al semiperimetro
menos la hipotenusa, entonces:

S - 2
b2 = AH xc, entonces, AH =

b? ab
- b+ +
[ cAC+AD+CD =  _ Na®+b®  +a® +b? _b_-b\/a2+b2 +b? +ab
2 | 2 2ya? +b? .

- aWa?+b? +a? +ab
2a? +b?

Andlogamente, s =




Problema 6

D
Sea el triangulo rectangulo ABC, B =90°. Sea D un punto de la A
hipotenusa AC. Sea r, el radio de la circunferencia inscrita al

D
triangulo ABD vy r, el radio de la circunferencia inscrita al triangulo 0

D
BCD. Determinar el radio r, en funcion de r, y de los catetos

a=BC yc=AB.

Solucion:
Sea O, el centro de la circunferencia inscrita A

D
al triangulo ABD de radio r, .
Sea O, el centro de la circunferencia inscrita

D
al triangulo BCD de radio r, . ‘ % K
Consideremos la circunferencia inscrita al i

D
triangulo ABC de centro | y radior. Et l |

Sea D, E los puntos de tangencia de la N "0 ) |
n

D A
circunferencia inscrita al triAingulo ABC vy los \ /

lados a, ¢ respectivamente. =
Sea M el punto de tangencia de la

D
circunferencia inscrita al triangulo ABD y el lado c.

D
Sea N el punto de tangencia de la circunferencia inscrita al triAngulo BCD Yy el lado a.
D D

Los triangulos AMO, , AEI son semejantes, aplicando el teorema de Tales:
c — r,(c-r
AM = Entonces, AM = M BM=c- ne-n (1)
c-r r r r
- D D - -

Los triangulos CNO,, , CDI son semejantes, aplicando el teorema de Tales:
CN a — r,(a-r

CN_r Entonces, CN—Q. BN=a-M (2)

a-r r r r

Consideremos el triangulo rectangulo BEK , L=90° tal que la circunferencia de centro
O, yradio r, esinscrita al triangulo. Sea J el punto de tangencia del lado KL yla
circunferencia.

BK =BN +KJ.

D
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo BLK:



(ﬁ + K_J)2 = (ﬁ +r, )2 + @ +r, )2. Despejando KJ.
— BN+
KJ= M 3)
BN-r,
Sustituyendo la expresion (1) en la expresion (3):
— - +
L (ar - ar, + 2r,r) @
a(r - rz)

D D
Los triangulos BMO, , KJO, son semejantes aplicando el teorema de Tales:
BM _KJ
SM_AY ®)
I’1 r.2

Sustituyendo las expresiones (1) (4) en la expresion (5):
cr-r(c-r) Fpar-ar, +2rnr)

r - afr-n)

r.l r.2
Simplificando:
ac(r2 -y -1, +r2r1)= 2r2r,1, (6)
Despejando r,

_ ac(r2 - rrz)
= 2 (7)
2rr, +ac(r-r,)

El radio de la circunferencia inscrita del triangulo rectangulo es igual al semiperimetro
menos la hipotenusa:

r=a+c+\2/a2+c2 Jaliozo2%C- 12/a2 +c?2

8
Sustituyendo la expresion (8) en la expresion (7) y simplificando:

ac§+c- 2r, - JJa? +¢c? @

g

n= a—
2@0— 2r,+/a? +ng




Problema7

D
Dado el triéngulo recténgulo ABC, A =90°, tal que los

triangulos ADE DAF y el rectangulo HCGI tienen la misma
area. Si x =FH=GE, determlnarxen funcion de los catetos

del tridngulo rectangulo ABC .

Solucioén:

m

Sea a=BC, b—E

H

Si los tridngulos ADE DAF tienen la misma area, entonces, BF = —a, AE =

. . D _ab
El area del triangulo ADE es S, =—.

b.

N
N

nc=2.x,c6=2.x,
2 2

El &rea del rectangulo HCGI es:
tiab 0 _ )
Sixal g,— X3H—- XF, Spxa = Sape - ENtONCes:
®2 g
& x—f;"ﬁbi - x9= a_b_ Resolviendo la ecuacién en la incognita x:
e2 @2 g

_ath- Ja? +p?
n .




Problema 8

En la siguiente figura el triAngulo es isosceles y esté inscrito en una
circunferencia de radio R. Hay 4 circunferencias iguales de radio r y
una circunferencia mas pequefia de radio s.

Calcular los radios de las circunferencias r y s en funcion de R radio de
la circunferencia mayor.

Solucion:
D - -
Sea el triangulo is6sceles ABC a=BC, b=AB=AC.
Sea h=AD altura del triAngulo. Sea OE =R - 2r.
D
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AEO: C
.2
R- 2r = |R? - 228 (1)
e2gp
., b . D . . 0
Los triangulos AGC i ABD son semejantes, aplicando el E
2
teorema de Tales: b _ E entonces, h = b~
2R b 2R
)
a 2 2 A
5 1/ 2R) - b
2= L entonces, a = B1/(2R)2 - b? (3)
b 2R R
D
Consideremos el triangulo rectangulo ACD Yy la circunferencia inscrita de radio r.
a
h+—-b
Entonces, r = % 4)
Sustituyendo las expresiones (2), (3) en la expresion (4):
b2 b
2r=—+—./(2R)> - b% - b 5
= 3R (2R) ®)
Sustituyendo la expresion (5) en la expresion (1):
2 o) .2
R- 2 1D JoR)Z 17 - be= |R?- 22O ©6)
2R 2R 2 e2gp

Elevando al cuadrado y simplificando:
2b? - 2Rb - 3R? =0. Resolviendo la ecuacién en la incognita b:

1++/7

>R (7)

Sustituyendo la expresion (7) en la expresion (1)

b=




2
R- 2r=\/R2 @7 9

R~

é 4 5
8- 247 5- 7
16

Entonces, 2r=R- R

2
h+2s =2R. Entonces, 2s =2R- h=2R - S—R

4-47
8

R.

entonces, s =

2R -

& +/7 9
RZ
§2 g _4-47
2R 4



Problema 9

D R —
Sea el triangulo isosceles ABC, AB =AC =a
constante. Sea la circunferencia inscrita de centro O, y
radio r,. Una circunferencia de centro O, yradio r, es

tangente a los lados del triangulo AB,AC y tangente
exterior al la circunferencia anterior. Asise construyen n
circunferencias.

Sin es constante y x = BC variable.
Para que valor de x el radio r, es maximo.

Solucion:
Sea H el punto medio del lado BC. . e

D
Sea D el punto de tangencia de la circunferencia inscrita al triangulo ABC vy el lado

AC.
Sean E, F les tangentes de las otras circunferencias.
Consideremos la recta tangente a las dos primeras circunferencias que cortan el lado

AB en el punto K. Sea J la proyeccion de K sobre el lado BC .

AD=22*X Fh-cp=X
2 2
_ 62
AH = |a®- ¢c==
elg

0 _ aa+x0o
9_‘ - rl_ = *¢
g e 2 g
x«/2a— X
Entonces, r, = =~ 1)
24J2a+ X
RI=BE N
_J:B - L=X- DE E KB C_D+E—X+DE.
2 2 2 2

D
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo KJB:
—_—..2 —_—..2
-DEO 0
B - DEC +(21)2 B +DEC

SR AL




2

— 4
Entonces, DE = & 2)
X

Sea h la altura sobre el lado BC del triangulo
r, _AE _AD- DE

r AD _ AD
r_2:h- 2r1:h- 2r, - 2r, _fs

r h h-2r r,

Entonces:

T2 _fs _fa_ _ W _AD-DE (3)

o I Mn-1 AD

o 2a- X

AD - DE _ 2 _ x(2a- x) _ x(2a- Xx) _2a- X
AD 2a-x 4r° x(2a- x)- 8r} o2(2a- x)o 2a+x

T Tx x(2a - x) -

Rearns
Multiplicando las n-1 primeras igualdades de (3):

n-1
h _aa- xo

r &2a+xg

1
-1 n-1 =
@a- x  _ x+[2a- x@a X9 _Xaa-XxQ 2
16—+ - — - .
gZa+Xg 2«/2a+xe28.+Xg 2%2a+Xg
Calculemos la derivada de r, respecto de la variable x:

r.=r

n

[y
w

& &
ot ) o3 ate x2 - 408 284 422
dr,) _la@a-x0 2z xa& 1&@a-x0 2 _-4a laga- x 4§76 e 20

dx 2&2a+xg 26 2_2.932a+x7a (2a + x)? 232a+xz ¢ (2a- x)(2a+x)

w=0,si - X2 - 4a§|- 19 442 =0
dx e Z2g

Resolviendo la ecuacion:

=&/(2n- 1% +4 - (2n- l)ga.

SERIE



Problema 10

D
Sea el triangulo ABC cualquieray r el radio de la circunferencia
inscrita'y h, .la altura sobre el lado BC.

D D
Las circunferencias inscritas a los triangulos ABD, ADC tienen
el mismo radio r, .

Determinar r, entérminos dery h,. B D c

Solucioén:

Veamos primero la relacion entre el radio de una circunferencia inscrita a un triangulo
y la altura.
Sea p el semiperimetro. Igualando les formulas de las areas: A

pr=+p(p- a)P - b)(p- c), ah =p( - a)(p- b)(p- c).
2

Entonces. r = \/(p- A(E-BE-©) |, - 2APP-a)p-b)p-c)
p a
Sea T el punto de tangencia de la circunferencia inscritay el lado g e c
BC.
== - B r C r
BT=p-b,CT=p-c, tg—=——, tg—=——
p-0, p-c, g 2 p-Db’ g 5 C
5 [(P- 3)(P- b)(p-©)

B C r? p-a a 2r 1 p a
tg—xtg— = = =1-=.1- = =1+ =1- =,

2 72 (-ap-b) p P h, 2p(p - a)(p- b)(p- c) P

a

Entonces, 1- 2r th ><tgE QD
h, 2 "2

D
Aplicando la propiedad anterior al triangulo ABD

2r B, PBDA
1- —L=tg—t
h gz J 2

a

(2)




D
Aplicando la propiedad anterior al triangulo ADC
2r, C, BADC

1- —L=tg=t 3
h, 99— 3
Sustituyendo las expresiones (2) (3) en la expresion (1):
l_ g - ha . ha
h, DBDA , BADC
tg tg
2 2
Como que tgb BD xgb ADC =1,
2 2
o @ 2,0
- —= gl —L1= . Despejando la incégnita r, :
h, h. 5
h - 2rh
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