Ejercicio 110 [Tridngulos (2323-405)

Sean A el drea de un tridangulo, r y R los radios de sus circunferencias inscrita y circunscrita y A el area
del tridangulo formado por los puntos de tangencia de su circunferencia inscrita, entonces rA = 2RA.

SOLUCION:

Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nimero

http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Propuesto por Ercole Suppa, profesor titular de matematicas y fisica del Liceo Scientifico ”A. Einstein”, 64100
Teramo, Italia. Con el enunciado:

Sea S el drea del tridngulo y S, el drea del tridngulo formado por los puntos de
tangencia de la circunferencia inscrita. Es: S = Sp,(2R/7).
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Vamos a obtener la formula del enunciado utilizando las identidades conocidas en un tridngulo que relacionan los

e
radios r y R de las circunferencias inscrita y circunscrita y el semiperimetro s, con el drea de ABC:"

4 area ABC R = abc, drea ABC=rs=/s(s —a)(s —b)(s — ¢),

la segunda es la férmula de Heron.

El camino que vamos a seguir no es, por supuesto, ni original, ni elemental, ni ingenioso o elegante, pero si nos
sirve para poner de manifiesto el uso de coordenadas homogéneas relativas a una referencia proyectiva tomada en el
plano, en la que los puntos base son los vértices del tridngulo ABC y el punto unidad es su baricentro G (coordenadas
baricéntricas homogéneas).

En primer lugar, tener presente que el area de un tridngulo, cuando sus vértices vienen dados en coordenadas
—

baricéntricas respecto a ABC, es:
r1 X9 I3
area DEF=é4rea ABC' | y1 Y2 ys |,
Z1 z9 z3

siendo
D(z1,y1,21), E(x2,y2, 22), F(x3,y3, 23),

con x1 + Y1+ 21 = T2+ Y2 + 22 = x3 + y3 + 23 = 1, es decir, dados por sus coordenadas baricéntricas absolutas.
Si los vértices estdan dados en coordenadas baricéntricas homogéneas, dividimos éstas por la suma de sus respectivas
coordenadas.

—
En segundo lugar, admitamos (*) que los puntos de contacto de la circunferencia inscrita a ABC' con sus lados

(que son los pies de las cevianas del punto de Gergonne), tienen coordenadas:

D(0:s—c:s—b), E(s—c:0:s5—a), F(s—=b:s—a:0). (1)
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Con lo que

area DEF= i s—c¢ 0 s—a | = 2(s —a)(s —b)(s —¢) drea ABC= %érea ABC .
a

“ls—b s—a 0 abe

T
(*) Para la obtencidén de las coordenadas de los vértices () del tridngulo de contacto interior DEF', debemos trazar

las paralelas a las alturas por el incentro y encontrar las coordenadas de sus intersecciones con los lados. Para ello
podemos proceder como se indica a continuacién:

Tener presente que si los puntos P;(z; : y; : ), ¢ = 1,2, vienen dados en coordenadas baricéntricas homogéneas,
tales que 1 + y1 + 21 = T2 + Y2 + 22, el punto P que separa P; y P en la razén m/n (PiP/PPy = m/n = p) es

P(nxzy +mxa : nyp + mys : nzy + mza).

En particular, si P se aleja indefinidamente sobre la recta P; P>, m/n tiende a —1; y, por tanto, las coordenadas
de P tienden a (1 — 2 : y1 — Y2 : 21 — 22), punto del infinito de la recta P; Ps.

Haciendo uso de esto y del teorema de la bisectrices: ”toda bisectriz interior divide al lado opuesto en dos segmentos
proporcionales a la longitud de los lados que con ella concurren”, se obtiene que el punto en que la bisectriz por A
corta al lado opuesto es I,(0: b : ¢); ya que, BI,/1,C = ¢/b.

Similarmente, se obtiene I(a : 0:¢) y I.(a: b: 0) son los puntos en que las bisectrices en B y C cortan a los lados
opuestos. Entonces las rectas Al,, BI, y CI. se cortan ene el punto I(a : b : ¢), incentro de ABC'.

Vamos a determinar ahora las coordenadas baricéntricas del pie H, de la altura desde el vértice A:

.. , BH, tagC

H, divide a BC en la razén 0o~ tag B
Por el mismo camino, se obtiene que Hy(tag A : 0 : tag C) y H.(tag A : tag B : 0), para los pies de las alturas desde B

y C, respectivamente. Con lo que el punto de interseccién de las alturas AH,, BH, y CH. es H(tag A : tag B : tag C).
Usando el teorema del coseno, a2 = b? + ¢ — 2bccos A, v las identidades bcsen A = casen B = absenC, las

coordenadas obtenidas del ortocentro son proporcionales a

, por lo que H,(0: tag B : tag C).

1 . 1 ] 1
Rr2—a2 2+a2-02 a2+b2—e2)°

Para determinar el punto D de contacto de la circunferencia inscrita con el lado BC, debemos determinar la recta
que pasa por I y tiene el mismo punto del infinito que la recta AH,, el cual tiene por coordenadas la diferencia de las
coordenadas de A y Ha, cuando éstas suman lo mismo:

A(2a*:0:0), H,(0:a? +0* — % : c? +a® - b?).

Asi, el punto D es la interseccién de las rectas:

z Yy z

a b c =0, z=0.

—2a% a?+b—c% V420
(0:a(a®+b* —®) +2a%b : a(c® + a® — b%) +2a%c) = (0: (a+b)* = : (a+¢)* —b%) =
:(0:(a+b+c)(a+bfc):(a+b+c)(a+cfb)):(O:aerfc:aJrcfb):(O:sfc:sfb).

Andlogamente, se llega a que E(s—c:0:s—a)y F(s—b:s—a:0).

http://webpages.ull.es/users/amontes,/pdf/ejtr2323.pdf

La Laguna, Lunes 20 de Octubre del 2008 Pag. 2/2 Angel Montesdeoca


http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2323.pdf

