Problema 506 de tridnguloscabri. Sea ABC un tridngulo acutdngulo.
Sea P un punto interior al mismo y A(P) la suma de las distancias de P a
sus lados. Siendo G el baricentro del tridngulo y O su circuncentro demostrar
que:

(a) 2(5125 )T <

(b) A(G) < A(0).

2(R+7)?
3R '

Propuesto por Vicente Vicario Garcia.
Solucion de Francisco Javier Garcia Capitdn.

Si P = (u:v:w) es un punto interior al tridngulo ABC y P, es la
proyeccién de P sobre el lado BC, y si llamamos S al area del triangulo
ABC, entonces

u__(PBC) }-BC-PP_%-a-PR ., 25
ut+v+w (ABC)  (ABC) S “alut+v+w)
Asi obtenemos la férmula:
2
A(P) = PP, + PPy + PP = — 25 (3+3+9).
u+v+w\a b c

Usaremos las férmulas establecidas por los siguientes lemas, donde s el
semiperimetro del tridngulo.
Lema 1. El drea de un tridngulo viene dada por las formulas
abc
iR
Lema 2. En un triangulo ABC, con la notacion habitual,

ab + be+ ca = s*> + % + 4Rr.

S=sr=1/s(s—a)(s—b)(s—c) =

Demostracion. Usando las férmulas del Lema 1 tenemos:

9 9 , 52 abc S
s+ 1"+ 4Rr =s —|—82—|—4 S s
e Do) e
s s
, 2 —(a+b+c)s*+ (ab+ bc+ ca)s —abe  abe
=s" + S +?:
5+ 5% —25% + (ab+ be + ca)s — abe 4 abe
— - —
=ab + bc + ca.



Desigualdad de Schur. Si a, b, y ¢ son nimeros reales no negativos y
k > 1 es real, entonces se cumple

a®(a —b)(a—c) +b"(b—c)(b—a)+c*(c—a)lc—b) >0.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a > b > c.
Reordenando, lo que queremos probar es que

(a—10)(a*(a—c) =t (b—c)) +*(a—c)(b—c) 20,

y esto se cumple ya que todos los términos del primer miembro son positivos.
Para k = 1 obtenemos la desigualdad

a® +b* + & + 3abe > a®b + a’c + b*c + b*a + c*a + b (1)

Lema 3. En un tridngulo con lados a,b,c se cumple la desigualdad
2@+ b+ c)(a®+ 0>+ *) = 3(a® +b* + & + 3abe). La igualdad se cum-
ple si y solo si el tridngulo es equildtero.

Demostracion. Siaplicamos las sustituciones de Ravi (a = y+2,b = z+x,c =
x +y), obtenemos la desigualdad de Schur.

2(a+b+c) (a®> +b* + %) — 3 (a® + 3bca + b* + ¢7)
=—a®— b — A+ 2a%b + 2a’c + 2b%a + 2b%c + 2c%a + 2¢*b — Yabe
:2(553 + y3 + 2%+ 3ryz — a:zy —r?z — yzat — yzz — 2%z — zzy) = 0.

Lema 4 (Desigualdad de Steinig). En un triangulo se cumple la desigual-
dad s*> > 16Rr — 5r2.

Demostracion. Usando el Lema 1 y el Lema 2 en la desigualdad del Lema
3,
0 >3(a® +b* + ¢ + 3abc) — 2(a + b+ c)(a® + b* + ¢?)
=3 ((25)® — 3(2s)(s*> + 1> + 4Rr) + 6(4Rrs)) — 2(2s)(2(s* — r* — 4Rr))
=25 (125> — 9s* — 9r® — 12Rr 4+ 12Rr — 4s* + 4r* 4+ 16Rr)
=25(16Rr — s* — 5r*) = s* > 16Rr — 5r°.



Lema 5 (Desigualdad de Gerretsen). En un tridangulo se cumple la de-
siqualdad s* < 4R* + 3r? + 4Rr.

Demostracion. Es conocido que 4R?+3r?+4Rr —s? es la distancia al cuadra-
do entre el incentro y el ortocentro. Por ello, daremos aqui otra demostracion
de esta desigualdad, sin todos los detalles. Teniendo en cuenta el Lema 1 y
el Lema 2 resulta que los lados a, b, ¢ del triangulo ABC' son soluciones de
la ecuacion

AN — 2507 4 (s + 12 + 4Rr)\ — 4sRr = 0.

Para que esta ecuacion cibica tenga tres soluciones reales, es necesario
que su discriminante sea positivo, y esto equivale a su vez a que la expresion

s* + (2r2 — 20rR — 4R*)s*> + r(4R + r)?
sea negativa, y para ello es necesario que
s <2R* + 10Rr —r* + 2(R — 2r)V' R? — 2Rr

2
—4R? + ARr + 31 — ((R — ) — /R(R - 27’))
<4AR* + 4Rr + 3%

Procedamos ya a resolver el apartado (a). Para P = G = (1 : 1 : 1),
tenemos

29 /1 1 1 2S be+ca+ab 2S5 s2+1r*+4Rr
A(G):—(— . _):_. I A e

3 \a c 3 abce 3 4SR
B s>+ 12+ 4Rr
N 6R '

Sustituyendo esta formula en las desigualdades propuestas en el apartado
(a), obtenemos

10Rr — 212 < s>+ r2+4Rr < 2R? + 212 + ARy
3R = 6R = 3R
20Rr — 4r* < s+ 12 + 4Rr < AR* 4 4r° + 8Rr
<s

&16Rr — 5r? < s < AR* + 3r + 4Rr,

que son las desigualdades de Steinig y Gerretsen, respectivamente, lo cual
responde al apartado (a).



Para responder al apartado (b) tenemos en cuenta el resultado conocido
(teorema de Carnot)

A(O) = RcosA+ Rcos B+ RcosC' =R+,

de manera que

s2+r2+4Rr  6R?+2Rr —r? —§°
AO) = AG) = R+r - T2 s .

Tenemos que demostrar entonces que s? < 6R% + 2Rr — r? y para ello,
teniendo en cuenta la desigualdad de Gerretsen, serd suficiente probar que

4R* + 3r* + 4Rr < 6R* +2Rr — r*
S2R? —2Rr —4r? > 0
SR*—Rr—2r >0
S(R—=2r)(R+7r) >0,

siendo cierta la ultima desigualdad en virtud de la desigualdad R > 2r de
Euler-Chapple.



