Problema 510 de tridanguloscabri. Sean ABC un triangulo, P un punto
de su plano, M el punto medio de BC' y X un punto del segmento MC.

(a) Hallar el foco de las posibles hipérbolas que pasan por A y P, cuya
directriz es la recta BC' y cuya excentricidad es la razon BX : XC.

(b) Determinar la posicion del punto P para que el problema tenga dos
soluciones, una o ninguna.

Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitan.

Definiciéon de cénica Por comodidad partiremos de la definicién de una
céHnica como el lugar geométrico de los puntos P cuya distancias a un punto
fijo S llamado foco y a una recta d llamada directriz es una constante e
llamada excentricidad.
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F1GURA 1: Definicion de cénica.

Segin sea e > 1, e =10 e < 1, la conica es una hipérbola, una parabola
o una elipse. En la Figura 1, la excentricidad viene dada por la razén EF :
FG < 1, por lo que la cénica es una elipse.

Solucién del apartado (a) Observemos que no vamos a usar en este
apartado que sea BX > X', por lo que el mismo procedimiento sirve en el
caso de la parabola y la elipse. Sea S el foco de una coénica solucién. Sean
U y V las proyecciones ortogonales de A y P sobre la directriz BC. Por la
definicién de conica, debe cumplirse que AS : AU = BX : XC = PS: PV.



F1GURA 2: Localizacion de los focos.

Si hallamos sobre las rectas AU y BV los puntos Y y Z tales que AY :
AU = BX : XC = PZ : PV, y hallamos los puntos de interseccién S y S’ de
las circunferencias con centros A y P, con radios AY y PZ, respectivamente,
tendremos

AS: AU =BX : XC=PS: PV,
AS': AU =BX : XC =PS": PV,

por lo que tanto A como P estarén sobre las conicas con directriz BC', foco
S (0 5") y excentricidad BX : XC.

Solucién del apartado (b) Hemos visto que los posibles focos S y S se
obtienen como interseccién de dos circunferencias. Entonces existira exacta-
mente UNA SOLUCION cuando dichas circunferencias sean tangentes.

Circunferencias tangentes exteriores. En la Figura 3 tenemos el caso
en que estas dos circunferencias son tangentes exteriores. Sean A’ el pun-
to simétrico de A respecto de BC, y tracemos la recta paralela a BC' por
este punto A’. Sea P’ la proyeccién ortogonal de P sobre esta paralela. Ob-
servemos que esta paralela no depende de la posicién del punto P.



YPI TA;

FicuraA 3: Circunferencias tangentes exteriores.

Si las circunferencias son tangentes exteriores, la distancia que separa sus
centros, es igual a la suma de los radios.

= Si Py A estan al mismo lado de la recta BC',
PA=PS+AS =PZ+AY =e-PV+e- AU =e-(PV +UA’) =e-PP'.
La relacion PA/PP' = e equivale a que el punto P estd sobre una

CONICA CON EXCENTRICIDAD e (POR TANTO UNA HIPERBOLA), FOCO
A Y DIRECTRIZ d'.

F1GURA 4: Circunferencias tangentes exteriores (I).

Observemos que si K es un punto de interseccion de la recta BC' con la
circunferencia con centro A y radio AY', llamando K’ a la proyeccién
de K sobre d’' tenemos

KA AY AY

KK~ UA AU ©

por lo que K pertenece a esta hipérbola.




= Cuando P y A estan en lados distintos de la recta BC', si llamamos @)
a la proyeccién ortogonal de P sobre AU, tenemos

AP AK AL

F1GurA 5: Circunferencias tangentes exteriores (II).

Circunferencias tangentes interiores. En este caso, la distancia que separa
a los centros A y P sera la diferencia de los radios.

= Cuando P y A estédn en el mismo lado de la recta BC, si llamamos () a
la proyeccién ortogonal de P sobre AU, tenemos, si AS > PS (Figura
6),

AP AK AL

AP=AS—PS=¢e¢- (AU—-PV)=¢- AQ=> —=e= — = —
e )= AQ=n == T ap
Si fuera AS < PS entonces también llegamos a la misma relacion AP =
e - AQ y en ambos casos P es, como en el caso de las circunferencias
tangente exteriores, es un punto de la recta AK o AL, siendo K, L los
puntos de interseccién de la recta BC' con la circunferencia de centro

A yradio AY =e- AU.
= Cuando P y A estan en distinto lado de la recta BC' (Figura 7),
AP=PS—AS=PZ—AY =e-PV—e-AU =¢-(PV — AU) =e-PP,

es decir P estd en la misma hipérbola que la obtenida para el caso de
las circunferencias tangentes exteriores.
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F1GURA T7: Circunferencias tangentes interiores (II).



Las ocho regiones Las dos rectas AK y AL y la hipérbola con foco A,
directriz d’ y excentridad e dividen el plano en ocho regiones. En cada una
de ellas habra, por continuidad, dos soluciones, o ninguna. Tal como estan
nombradas en la Figura 8, hay dos soluciones cuando P estd en las regiones
2a, 2b 0 5, y no hay solucién en los demas casos.

FiGuraA 8: Las ocho regiones.

Francisco Javier Garcia Capitan, 20009.



