
Problema 511 de triánguloscabri . Si 0 < c < b < a < b + c, probar que

existe un triángulo cuyos lados tienen las medidas a, b, c tales que

16S2 = −
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En el enunciado tenemos a < b + c. También es b < a < b + c < a + c

y c < b < a + b. Por tanto a, b, c pueden ser los lados de un triángulo.
Comprobemos ahora que se cumple la fórmula del enunciado.

Según la fórmula de Herón es S =
√

s(s − a)(s − b)(s − c), de donde

16S2 =(a + b + c)(b + c − a)(a − b + c)(a + b− c) =

= −

(

a4 + b4 + c4
− 2a2b2

− 2a2c2
− 2b2c2

)

.

Ahora calculamos los determinantes:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1
1 0 c2 b2

1 c2 0 a2

1 b2 a2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 c2 b2

1 0 a2

1 a2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 b2

1 c2 a2

1 b2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 c2

1 c2 0
1 b2 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

(

a2b2 + a2c2
− a4

)

+
(

b4
− b2c2

− a2b2
)

−

(

a2c2 + b2c2
− c4

)

= a4 + b4 + c4
− 2a2b2

− 2a2c2
− 2b2c2.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a b c

a 0 c b

b c 0 a

c b a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a c b

b 0 a

c a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 b

b c a

c b 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 b

b c 0
c b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −a
(

ab2 + ac2
− a3

)

+ b
(

b3
− bc2

− a2b
)

−

(

a2c + b2c − c3
)

=
(

a2b2 + a2c2
− a4

)

+
(

b4
− b2c2

− a2b2
)

−

(

a2c2 + b2c2
− c4

)

= a4 + b4 + c4
− 2a2b2

− 2a2c2
− 2b2c2.

1


