Ejercicio 32 |TriangulosCabri (Ricardo Barroso) Applet CabriJava (2372-424)

Dada una circunferencia I' y un punto A (exterior) hallar la polar reciproca del lugar geométrico de los
centros de los circunferencias circunscritas a los infinitos tridngulos autopolares de vértice A, con respecto
a la homolégica de la circunferencia I',; en la homologia de centro A, eje la polar de A (resp. a I') y recta
limite de la primera figura la tangente paralela a la polar de A, no comprendida entre este punto y su
polar. Polar del punto A respecto a la homoldgica de la circunferencia.

SOLUCION:

Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nlimero .
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Propuesto por Saturnino Campo Ruiz, profesor del IES Fray Luis de Ledn, de Salamanca; con el siguiente enunciado:

Dado un circulo de centro O y un punto A (exterior) hallar el polo, polar o polar
reciproco del lugar geométrico de los centros de los circulos circunscritos a los infinitos
tridngulos autopolares de vértice A, con respecto a la homoldgica de la circunferencia
de centro O, en la homologia de vértice A, eje polar de A y recta limite de la primera
figura la tangente paralela a la polar de A, no comprendida entre este punto y su polar.
Polar del punto A respecto a la homoldgica de la circunferencia.

Puig Adam, P.(1986): Geometria Métrica, vol. II, , pdg. 316, n® 8. Propuesto en
los examenes de ingreso a la Escuela de Ingenieros Aeronduticos, curso 1946-1947.

Recta limite

Centro

Vamos a ver en este ejercicio como las coordenadas baricéntricas son una herramienta 1util para la resolucién
analitica de muchos problemas de geometria en el plano. Utilizamos estas coordenadas en plano proyectivo, en
vez de tomar otro punto unidad, diferente del baricentro del tridngulo de referencia, con el fin de poder utilizar
los conceptos de perpendicularidad (obtencién del circuncentro). Con el fin de automatizar los célculos rutinarios
utilizaremos rutinas de MATHEMATICA, del ”packages” baricentricas.m de Fco. J. Garcia Capitan, disponible en la
web http://garciacapitan.auna.com/baricentricas/. La |gréfical de encima ha sido generada por GraficaBaricentricas,
con unas modificaciones para representar varias curvas a la vez, asi como puntos con sus etiquetas.

Tomaremos como vértices del tridngulo de referencia, para un sistema de coordenadas baricéntricas, el punto A,
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dado, y los puntos B y C de tangencia de las tangentes desde A a la circunferencia I' dada, que resulta ser isdsceles,
con b = ¢, asi, la polar de A respecto a I es el lado BC, x = 0.

De todas las cénicas del haz H [bitangente, tangentes en B y C a los lados AB y AC, respectivamente, yz+Az2 = 0,
la que es circunferencia se obtiene para A = —b?/a?. Es decir, la circunferencia I' tiene por ecuacién:

I': a®yz —b%a? = 0.

La homologfal de centro en A, eje BC y recta limite la paralela a B por el punto D (exterior a 1@) en que el
didmetro de I" que pasa por A la corta, lleva D en el punto del infinito de AD. Por tanto, la homdéloga de I' es la
pardbola P del haz H. Su ecuacién se deduce calculando X\ para que el punto del infinito (2 : —1: —1) de la recta AD
pertenezca a ella; obteniéndose A = —1/4, asf:

P o2? =dyz.

Sea B’(0: ¢t : 1—t) un punto arbitrario en BC (polar de A respecto a la todas las cénicas de haz H), para determinar
el tercer vértice C’ del tridngulo autopolar respecto a P, con dos de sus vertices en A y B’, obtenemos la polar de B’
respecto a P (que es la misma que la de B’ respecto a las cénicas del haz H). Dicha polar es (1 —t)y +tz =0y su
punto de interseccién con BC es C'(0:t:t —1). o

Las ecuaciones de las mediatrices de los segmentos AB’ y B’C” (que se cortan el circuncentro de AB’C”) se pueden
obtener utilizando la nocién de perpendicularidad (http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/geoba.pdf#perp) en
coordenadas baricéntricas, y son, respectivamente:

(b +a*t(t — 1))z + (a — b —at)(a+ b — at)y + (a*t* — b*)z = 0, (2t — 2t 4+ 1)z + 2(t — 1)%y + 2t%2 = 0.
P
El circuncentro de AB'C” es
O (26%(1 —2t) : a®t® — D*(4t* — 2t + 1) : —a®(t — 1)* + b? (4> — 6t + 3) .

Eliminando ¢, obtenemos la ecuacién del lugar geométrico que describe O’, al considerar todos los tridngulos de
vértice A, autopolares respecto al haz de conicas H:

0 (a® = 2b%)x 4 20%y + 2b%2 = 0.
Se trata de una recta paralela a BC' (ambas tiene el mismo punto (0:1: —1) con la recta del infinito « +y + z = 0).

La polar reciproca de una curva respecto a una coénica es la envolvente de las polares de los puntos de la curva
respecto a la cénica. En el caso que nos ocupa la curva es la recta £ y las polares de sus puntos pasan por el polo de
ella respecto a la parabola P, es decir al punto

F(2b2—a2:b2:b2),
se reduce la polar reciproca pedida.

Para comprobar que F es el foco de la pardbola podemos demostrar que la involucion de restas conjugadas que la
parabola induce sobre €l es rectangular:
Una recta arbitraria que pasa por F (2b% — a? : b? : b?) tiene coeficientes (u : v : w), satisfaciendo:

(20* — a*)u + b*v + b*w = 0.
El polo de esta recta, respecto a la pardbola P, es el punto (—2u : v : w); la recta que lo une con F es
(b (v —w)z + (a®v — 2b%(u + v))y + (26*(u + w) — a*w)z = 0.

Esta recta y la uz + vy + wz = 0 (con la condicién (2b? — a?)u + b?v + b*>w = 0 y b = ¢) son perpendiculares,
usando la condicién de perpendicularidad de dos rectas p;x + ¢y + 12 =0 (i = 1,2):

Salqr —71)(q2 — r2) + Sp(r1 — p1)(r2 — p2) + Sc(p1 — ¢1)(p2 — ¢2) = 0.

http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejrb2372.pdf

(1) Un ejemplo de determinacién de polares reciprocas de una circunferencia respecto a otra, puede verse en el ejercicio:
http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejcol849.pdf.
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