Pr. Cabri 522
por César Beade Franco
m Enunciado

Sea ABC un triangulo, a la circunferencia circunscrita a ABC y 8 la circunferencia
tangente a los lados AB en F (interior a AB) y AC en G (interior a AC) y a «a.
Demostrar que el incentro de ABC es el punto medio del segmento FG.

m Solucién (analitica)

La situacion del problema es la del dibujo. Bastaria demostrar que los puntos A y el
incentro son inversos respecto a la circunferencia j.

Dibujo 1

Consideremos el triAngulo de vertices A=(0,0), B=(1,0) y C=(a,b). En este caso

resulta tener de centro
2 2 2 2 2 2 R
P= va%+b b v a%+b y radio la

1+\/ (-1+a)2+b? +\/a2+b2 a2+b2+\/a2+b2 [l+\/ (-1+a)2+b2

+a [1+\/ (-1+a)2+b? +Ja2+b2 ]

ordenada (*).
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Sabemos que el inverso A' de un punto A respecto a una circunferencia de centro O
y radio r, cumple que OA.OA' = r2. O mejor, vectorialmente el inverso de A viene

dado por O+r2 O (**).

AQ. AO
Invertimos el vértice A(0,0) respecto a L y obtenemos
% [1—\/(—1+a)2+b2 +Va? +b? |, b } gue es precisamente el
14/ (~1+a)2+b? +/a2:b?

incentro.

Es posible extender este resultado a las otras circunferencias tangentes y a los
otros incentros como vemos en el siguiente dibujo.

Dibujo2

(*) Todos los circulos que aparecen estan calculados con Mathematica.

(**) He aqui el comando usado con Mathematica:
(X-p)

| i : —_—
nversion[p_: {0, 0}, r FESITES,

11X _]:=p+r?
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m Solucion (inversion)
I. La siguiente solucidn, que usa la inversion, esta inspirada en otra debida a
Nixon, Genese y Heppel, y se publicé en una revista de EEUU hace 40 afios (1).

Il. Vamos a demostrar que el punto medio de FG, | en el dibujo, es el incentro de
ABC.

I11. Consideremos la circunferencia w de centro A y radio Al.
Invertimos respecto a w el circuncirculo, obteniendo la recta B'C'. También T se
invierte en T', asi como F'y G' son los inversos respectivos de Fy G.

iV. Observamos que los angulos AF'l y AG'l son rectos al serlo AIF y AIG (2) y ser
semejantes los correspondientes triAngulos debido a la inversion. Asi pues IF'= IG'
son radios del circulo y de centro | tangente a los lados AB y AC del triangulo.
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V. Este circulo y es inverso del 8 pues es tangente a los lados AB y AC y pasa por
F'y G'. Por tanto ha de tocar a B'C’ (inverso de a) en T'. Es decir, I es un excentro
del triangulo AB'C".

V1. Ahora hemos de hacer una observacion (3). Veamos el siguiente dibujo.

Se cumple la siguiente relacion de angulos :

AIBB =rx-2-ABl=rx-2-CE+8)y=228 & - By analogamente AIC = &
2 2 2 2 2 2 2 2

> @.

Asi que, ClI es la bisectriz del angulo C (y Bl lo es del B). Lo que significa que el

segmento BC es tangente a la circunferencia y .

VIlI. Hemos demostrado que | es el incentro del triAngulo ABC.
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m Notas

(1) De ahi he tomado la crucial inversion que utilizo. Ver el problema 522 de la
pagina de Barroso (articulo de Ayme).

(2) Esto es asi pues los segmentos Fl y Gl son iguales, por lo que Al es una altura
del triangulo isosceles AFG.

(3) Aqui la demostracion citada da un largo rodeo para deducir que | es el incentro.

(4) Senalemos que, a causa de la inversion, los triangulos ABC y AC'B' son
semejantes.



