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Propuesto por Vicente Vicario Garcia, L.LE.S. El Sur, Huelva.
Problema 586

Sea ABC un triangulo acutangulo donde A, B, C son sus angulos y tal que
min{ 4.8,C} > 45" Geq escoge al azar un punto P interior al mismo. Determinar:
(a) Probabilidad de que P diste menos de alguno de los vértices del triangulo que del
circuncentro del mismo, expresando dicha probabilidad exclusivamente en funcion de

los lados a, b, ¢ del triangulo

(b) Idem del apartado anterior, pero expresando dicha probabilidad exclusivamente
en funcion de razones trigonometricas de los angulos del mismo

(c) Idem del apartado (a) anterior pero expresando dicha probabilidad
exclusivamente en funcion del semiperimetro, el circunradio y el inradio del mismo

(d) Demostrar que dicha probabilidad es mayor o igual que 1/3

Refinar de alguna forma el resultado 1/3 del apartado (d) anterior utilizando
expresiones con elementos del triangulo.

Vicario, V. (2010): Comunicacién personal.
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Sea O el centro de la circunferencia circunscrita y R su radio.

(9]

Tracemos la mediatriz de [AQ]. Esta divide al plano en tres regiones: 1) Los puntos que estan en la
mediatriz equidistan de A y O ; 2) Los puntos que estén en el semiplano que contiene a A estan
mas cerca de A que de O, y, 3) Los puntos que estan en el semiplano que contiene a O estan mas
cerca de O que de A.

Por lo tanto, los puntos interiores al triangulo que estén mas cerca de A que de O son los puntos
del triangulo AAFE y la probabilidad de que al elegir un punto interior a AABC de éste sea mas
cercano a A que M es: Area(AAFE) / Area(AABC).
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Llamemos S(a,b,c) el area del triangulo AAFE (el que contiene los puntos més cercanos a A que a
O). Entonces:

S(a.b.c) = AE.AF .sen(a)
2
Pero AE :L y AF = R , con lo cual
2sen(b) 2sen(c)
2
S(a.b.c) = R?[sen(a)
8 Wen(b)sen(c)

Por otra parte, como el area del triangulo AABC es

b.c.sen(a)

Area(NABC)) = =2[R2%sen(a) Lyen(b) Len(c)

Con lo cual, la probabilidad P(a,b,c) de que P esté en AAFE es:

1
P(a,b,c) = 1
(@.5.¢) 16 L3en?(b)sen?(c) M

2H 2H
Podemos escribir (1) en funcién de los lados usando sen(b) = —— y sen(c) = _b donde H es
ac a

la férmula de Herdn para el &rea en funcion de los lados o del semi-perimetro s:

H =i\/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) =

\/s(s —a)(s—b)(s—c)
es decir
4
P(a,b,c) = b>Lerta 2
(a+b+c)a+b-c)b+c—a)(c+a—-b)?

La probabilidad P; entonces de que P esté en algun triangulo AAEF, ABGH o ACIJ es, si éstos no
se solapan,

P=P(a,b,c)+P(b,c,a)+P(c,a,b)

0 sea

p= a2 (b2 [¢* (a? + b2 + c?)
" (atb+cXa+b-c)Xb+c-a)c+a-b)>

(3) [Conclusién (a)]
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R
Los triangulos AAEF y ACIJ no se solapan si AE+CJ<b. Dado que CJ =AE=—— la
2sen(b)
condicién necesaria es:
R
2——<b o bSen(b)—R=0
2 Len(b)

pero b = 2[R [sen(b), con lo cual, sustituyendo arriba y factorizando queda

RI(2[sen?(b)—1)=0

la cual se satisface si

NG

sen(b) = 7, o sea, cuando b = 45°

En funcion de los angulos, a partir de (1) :

_ sen?(a) + sen?(b) + sen?(c)
" 16 Ben(a) Ben(b) Ben?(c)

(4) [Conclusién (b)]

Aplicando alblc =4[RI[r[s en (3), donde r es el radio de la circunferencia inscrita y la segunda
forma de la formula de Herén se obtiene:

p = RIS (s ZaP+ bR+ (s 2Pl g 1o inaiusion (o))
16 (s —a)*(s —b)*(s —c¢)?

Si mostramos en una tabla las probabilidades dadas por (4) con algunos valores de los dngulos a 'y
b, podemos ver que la menor probabilidad ocurre cuando a=b=c=60° (triangulo equilatero), siendo
P=1/3 para este caso, mientras que la mayor, P;=1/2, ocurre cuando dos angulos son de 45° y el
otro es de 90° por lo que se trata de un isorrectangulo. Cabe destacar que, de acuerdo a las
condiciones, éste es el Unico caso posible de triangulo rectdngulo al que puede aplicarsele los
resultados obtenidos.

Angulo b

45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
45 0,5000 0,4463 0,4112 0,3900 0,3799 0,3799 0,3900 0,4112 0,4463 0,5000
50 0,4463 0,4011 0,3727 0,3570 0,3520 0,3570 0,3727 0,4011 0,4463
55 0,4112 0,3727 0,3498 0,3390 0,3390 0,3498 0,3727 0,4112
60 0,3900 0,3570 0,3390 0,3333 0,3390 0,3570 0,3900
65 0,3799 0,3520 0,3390 0,3390 0,3520 0,3799
70 0,3799 0,3570 0,3498 0,3570 0,3799
75 0,3900 0,3727 0,3727 0,3900
80 0,4112 0,4011 0,4112
85 00,4463 0,4463
90 @ 0,5000

Angulo a

Probabilidad en funcién de dos angulos
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