Problema 593 de trianguloscabri. Dado el tridngulo ABC, sean H,, Hy,
H. los pies de las alturas trazadas desde los vértices A, B, C'respectivamente.

St denotamos porr, R, t,, ty, t. el inradio de ABC' y los circunradios de los
triangulos ABC', HyAH., HagH., H,H,C, demostrar que

3r <ty +ty+t. < 3R.
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La figura muestra el caso en que el tridngulo es acutangulo. Recordemos
sobre ella el concepto de la recta de Euler: Siendo O y G el circuncentro y
baricentro, respectivamente, si prolongamos el segmento OG hasta el punto H
tal que OG : GH = 1: 2, tendremos que, por ser también MG : GA =1: 2,
los tridngulos OGM y HGA son semejantes. Por tanto AH sera paralela a
OM, y por tanto perpendicular a BC'. Como lo mismo puede hacerse con los
otros vértices del triangulo resulta que H es el ortocentro del tridngulo.

De aqui obtenemos ademas que es AH = 2- OM = 2Rcos A, ya que
/ZBOC = 2A. Pero, por ser rectos los angulos AHy,H y AH.H, el circuncentro
O del triangulo AH,H. es el punto medio del segmento AH, de donde resulta
que t, = Rcos A, y por tanto, haciendo lo mismo para los otros vértices,

R
ta—l—tb—l—tc:R(cosA—l-cosB—l—cosC):R-%:R—l—r,

y teniendo en cuenta que

3gr=r+2r<r+R<



obtenemos IR
3r <ty +ty+1t. < -5 < 3R.

. Qué ocurre si el triangulo es obtusangulo, con un angulo obtuso, A por
ejemplo? En este caso tendremos t, = R|cos A|. En este caso tendremos

to+ty +t. =R(| cos A| 4+ cos B + cos C')
>R(cos A+ cosB+cosC)=R+r > 3r.
Por otro lado tendremos
to +ty +t. =R(| cos A| 4+ cos B + cos C')
<R(]cos A| + | cos B| + |cos C|) = 3R.

La cota no puede ser mejorada, ya que si A se aproxima a 180° y B, C se
aproximan a 0°, entonces — cos A 4 cos B + cos C' se aproxima a 3.



