Ejercicio 51 |TriangulosCabri (Ricardo Barroso) Applet CabriJava (2474-405)

Se tienen tres circunferencias, I'1, 'y y I's; trazar los ejes radicales de otras circunferencias C; y Co con
cada uno de las otras tres primeras circunferencias y demostrar que de las intersecciones resultan dos
triangulos homolégicos. Hallar el centro y el eje de homologia.

SOLUCION:

Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nimero
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Con el siguiente enunciado:

sSe tienen tres circulos, O1 02 O3 ; trazar los ejes radicales de otros circulos H y
H’ con cada uno de los otros tres circulos y demostrar que las intersecciones resultan
dos tridngulos homoldgicos. Hallar el centro y el eje de homologia,

Sainz, A. (1941) Fuclides. Tomo 1. Num 1. (pag 112)

Con el fin de hacer algunas consideraciones posteriormente, vamos a hacer una resolucién analitica, usando coor-
denadas baricéntricas homogéneas, referidas a un tridangulo ABC', cuyos vértices los hacemos coincidir con los centros
de las tres primeras circunferencias, I'y, 'y y I's.
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La ecuacién de la circunferencia de centro en A y radio p; es:

Iy a’yz+ b2z + Cay + (x+y+2) (ple — (¢ — p)y — (0> — p3)z) = 0.

Las ecuaciones de las circunferencias I'y y I's, centradas en B y C' y de radios respectivos ps y p3, resultan de
permutar ciclicamente la de I'y, en las variables z, ¥, z; a, b, ¢; p1, p2, p3-
El centro radical de las tres circunferencias I'y,I's y I's es el punto de coordenadas baricéntricas:

E(a*—a?(b*+ =203 +p3+p3) + (B* =) (pd—p3) 1) (1)
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Las ecuaciones generales de las circunferencias C; y Co2 se pueden poner en la forma:
Ci: a’yz+bza+ Cay+ (+y+2)(pir+qy+riz) =0, (i=1,2),

El eje radical de C; y C5 es:

’e S pr—p2)r 4 (g — )y + (r1—r2)z = 0‘ (2)

La interseccién de los ejes radicales r12 y m13 de C; con las circunferencias I's y I's, respectivamente, nos da el
punto:

Ay(—a* —aP(q+r1—p5 —p3) + (@0 —m1)(p3 — p3) :
a®b® + a’py + (b> — )ry — (b7 +p1 — r1)p5 + (2 — a® +p1 —r1)p3
a’c +a’pr+ (& = 0)q + (0° = a® +p1 — q)ps — (¢ +p1— @1)p3).
Procediendo ciclicamente, obtenemos los puntos By y C; de interseccién de los eje radicales r13 y 711 de C; con las
circunferencias I's y I'y, por una parte, y r11 y r12 con I'y y T's.

Similarmente, cuando se parte de la circunferencia Co, se obtienen los puntos Ao, By y Ca, sin mas que cambiar en
las coordenadas de Ay, By v C1, p1,q1,71 POT P2, qa, 2.

La recta A; Ay es:
(b* — ¢+ p3 — p3)z + (a® + p3 — p3)y — (a® — p3 + p3)z = 0.

Por permutacion ciclica, se obtienen las ecuaciones de las rectas B; By y C1C5; siendo el punto comun de las tres
el centro radical £ (I)) de las circunferencias I'y, I’y y I's.

Esto quiere decir que los tridngulo A; B1C y Az BoCs son perspectivos, cuyo eje de perspectividad estd determinado
por los puntos A1 A; N By By, AyA3 N ByBs y A3A; N B3By, que es el gje radical e () de las circunferencias C; y Co.

Algunas consideraciones sobre la RECTA LIMITE de las homologias
asociadas a las circunferencias I'y,I's y I's, C; v Cs.

—_ —_
La homologia de centro E (I, eje la recta e ([2)) y que transforma el tridngulo A1 B1Cy en el A;BsCo, tiene recta
limite [k

(6 (04(p1—p?)+b4(p1—p2+qz—p§)+62(—mpfﬂhpi—rzpi—pzp§+2mp§+62(p1—pz+r2—p§)+Q2(p?—p§))+
pipapstt

a®(2p2p] — q2pT — 2Py — P2ps + r2ps + b3 (267 — 2p1 +p2 — @2+ PF + p3) — P2p3 + q2p3 + A (—2p1 + p2 — T2+ pi + p3))

—b*(—r2pT + paps + r2ps — paps + 2 (2p1 — 2pa + g2 + 12 — p3 — p3) + @2(p7 — 205 + p%)))x =0.

Si expresamos la circunferencia Cy como una circunferencia de centro en Q(a: 8 : ) y radio p:

azyz + b2z + czry—

(@4yt2) ?B% +2548y + 0%, - c?a® +2Spay +a*y* 5 - bPa® +25caf +a®F o\ ) _
ey (a+8+7)? ") (a+8+7)? ")y (a+8+7)? g ’

tal recta limite tiene la expresion siguiente, que no depende del radio p de la circunferencia Cs, sélo depende del punto
Q(a: B: ) en donde esté centrada:

C: (PB4 VY +pila+B+7) —apl = Bp; —v3)x + (Ca+a’y + qla+ B+7) — api — Bps — vp3)y+

(BPa+a’B+ri(a+B+7) —apl — Bps —vp3)z =0

(1) La recta limite de una homologia de la que se conocen el centro, el eje y un par de puntos homodlogos A; — Bj, se puede construir
trazando la recta perpendicular por a Bj al eje; la recta que pasa por su pie y por Aj corta, en un punto de la recta limite, a la perpendicular
al eje por el centro. La recta limite es paralela al eje.
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El lugar de los puntos Q(a : 3 : ¥) que estan en la recta limite comin en las homologias que transforman el
tridngulo A; B1C; en el A3 B>Cs, cuando se toman fijas las circunferencias I'1,I's, I's y Cq, es la cénica @

G ((Pl — )t + (20> +q1 + 71— p2— pg)yz) =0.

abczyz prqiry
P1P2P3

Realmente, se trata de una circunferencia, cuya ecuacién se puede expresar de la forma:

a’yz +b%zz + Fay+ 3w +y+2) (01 — 1)z + (p2 — p3)y + (ps — p3)2) =0 (3)

Su centro es el punto medio del centro radical F de las circunferencias I'1, 'y y '3 y del centro Blge 1a circunferencia
Cli
(2a* —a®(20° +2¢° +2p1 —q1 =11 =207 + p5 +p5) + (O =)@ =i —ps+p3) i)

e Las rectas limite £1, que se obtienen cuando el punto Q(« : 3 : ) recorre la circunferencia ([B) envuelven la
conica F de focos el centro de la circunferencia C; y el centro radical F de las circunferencias I'1,I's y I's, v con
circunferencia principal la propia (3).

e Las rectas limite ¢, que se obtienen cuando el punto Qa2(a : B : ) recorre la cénica F son tangentes a la
circunferencia (3)).

e La envolvente de las rectas limites cuando el punto Q(« : 8 : v) recorre una circunferencia concéntrica con C; es
una circunferencia centrada en el centro radical F de las circunferencias I'y,I's y I'3. En particular, si la circunferencia
que recorre @ es tangente a la [3]), la circunferencia envolvente también es tangente a ambas, con el punto de tangencia
coincidente.

e En el caso que las cuatro circunferencias I'1, 'y, I's y C; tengan radio cero, es decir, se reduzcan a sus centros
A,B,Cy P(p:q:r) (los ejes radicales son las mediatrices de los segmentos que unen estos puntos), la circunferencia

(2) La recta limite no es tangente a esta cénica, ya que si bien la correspondencia (a: B :7) — £ es una correlacién, no se trata de una
polaridad, en general: la correlaciéon no es involutiva o su matriz asociada no es simétrica.
(3) El centro de C; es el punto de coordenadas (a* —a?(+c+2m—q—r)+ B2 =A@ —r1) 1),
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@) toma la forma:

m ((c®q® + 28 agr + b°r?)z+(2p* + 2Sppr + a®r?)y+ (b*p* + 2Scpq + a*q®)2) = 0.

(4)

a*yz + b?zx + oy —

Su centro es el punto medio P’ del circuncentro (@ O de ABC y el punto P(p:q: 7).

Si hacemos que P(p: ¢ : ) recorra la recta de Euler, la envolvente £ de las circunferencias () es la cénica:

S (1 —H)2S% — (3a® — 3a°(b% 4 ) — 3a* (b* — 30%c* + c*) + 3a2(? — *)2 (b + ) — B2E (B — *)?)yz = 0,
SRGEY
que es la elipse con eje focal la recta de Euler, con centro en el circuncentro y semiejes de longitudes R y R/ V2 (R
es el radio de la circunferencia circunscrita a ABC'). Los puntos de contacto de cada circunferencia con la envolvente
estan en la perpendicular por P a la recta de Euler. El perspector de la elipse es el punto:

a2
<a2(53, + SpSc) +354(5S% + 52) —10S4SpSc ) '
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) Las mediatrices de los segmentos AP, BP y C'P se cortan en el circuncentro.
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