Problema 610

Problema 4. Dodos los lodos AB y AC de un triangulo acutangulo ABC, se construyen exteriormente al triangulo, semicirculos
feniendo estos lados como diametros. Las rectos conteniendo los alturas relativas o los lodos AB y AC cortan esos semicirculos en
los puntos Py Q. Demostrar que AP=AQ.

Eureka!, {1938): NUm 4, pag 12. Sociedade Brasileira de Matematica.
Solucion de Saturnino Campo Ruiz, profesor de Matematicas del I.E.S. Fray Luis de Ledn de Salamanca.

1.- Solucion analitica.

Tomando A={0,0), B =(2,0} y C=(m,n) se tiene para la circunferencia de diametro AB la ecuacion (x—1)2+ v =1, o hien
x*+ vt = 2x,

La altura desde Ctiene ecuacion x = m. Portanto los puntos que esa altura tiene en comun con dicha circunferencia (P es uno
de ellos) verifican el sistema

xT+vi= E:-r}
x=m

Como nos interesa el valor de la distancia de P al punto A {origen de coordenadas), obtenemos de inmediato [AP[%=2m.
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Para el punto & sobre la circunferencia de diametro AC, de ecuacion X~ + v° = mx + ny tenemos el sistema formado por esta
ecuacion junto con la de la altura desde B: mx + ny = 2m.

xr+vi=mx+ Tl_‘!.-‘}
mx +ny = 2m

De inmediato también se obtiene, como antes, [4Q[%=x? + ¥? =2m igual a |4P|*como se deseaba demostrar.
2.- Solucion sintética
Por el teorema de Pitagoras, y despues, por el de la altura
AP? = AM?* + PM? = AM?>+ AM -MB = AM - AB
AQ*= AN*+ QN?=AN?+AN-NC = AN - AC

Por otro lado, el cuadrilatero MNBC es ciclico y la potencia del punto A respecto de la circunferencia MNBC esigual a cada una
de las dos expresiones anteriores. Por tanto AP? = AQ?m



