Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitan

Problema 615.- Sean EBC un triangulo equilatero y A un punto interior a €l. 5/ R, ry 5 son los radios de la circunferencia

circunscrita e inscrita, y el semiperimetro del tridngulo ABC, demostrar que se cumple R + r = —

Garcia, J.F. (2011): Comunicacian persanal.
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Solucion de Saturnino Campo Ruiz, profesor del LLE.S. Fray Luis de Ledn de Salamanca.

Asi pues se tendra:

Si probamos que

Supongamos gue el triangule EBC tiene lado wunidad. Sea

A={t-cos8,t-senf)donde &es el angulo ABC recorrido en sentido
positivo.

Para los parametros gue definen A se tienen las acotaciones:

—

0=t=1y G:H:E (las igualdades se alcanzan cuando el punto se

encuentra sobre el perimetro del tridngulo equildtero). Ademas 0 = AC = 1,

y 1 =35 =1'5, £l extremo inferior de s se alcanza cuando A estd sobre BC
mientras que el superior se consigue cuando coincide con £ 5i A es interior,
las desigualdades son estrictas.

Por el teorema de los senos y la expresion del area de ABC podemos
poner
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para todos los valores posibles de s, habremos concluido con la demostracion propuesta.

Considerando la ecuacion en s

s?P—AC-s—t-sen’d =10 (3)

gue tiene dos soluciones reales (su discriminante es positivo), para demaostrar (2) bastara con demostrar gue todos los valores
posibles del semiperimetro 5 se encuentran en el intervalo definido por esas soluciones. Como una es negativa, sera
suficiente demostrar que la solucidn positiva de (3) es menor gue 1'5, cota superior para el semiperimetro.

Segun la regla de acotacion de Laguerre para las raices positivas de un polinomio p{x), si al dividirlo por x-L {con L=0}, los
coeficientes del cociente y el resto son no negativos, L es una cota superior de las raices positivas de este polinomio.

Pues bien, dividiendo p{s) = s> — AC-s—t-sen’8 entre(s— 1'5) obtenemaos:

st—AC-s—t-5en?f=(5—1'5)-(s+ (1'5—AC)) + (1’5 — AC-1'5—t . 5en?d), donde 1'5—AC =0 y

157 —AC-1'5—t-5en?6 = 2'25—1'5-AC—-075=15-{1-AC)=0.m



