Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez, profesor colaborador de la Universidad de Valladolid.

Problema 627.- Sea ABC un triangulo acutdngulo inscrito en la circunferencia &2 y centro O. Sean los puntos B, C' sobre
L, toles que los tridngulos AB'B y AC'C sean rectdngulos en A, respectivamente. Sea H_ el pie de la altura trozado

desde A, a su lado opuesto BC, Definimas las puntos C"=AB-0C, B"=AC-0B, D=AC-BB' y E=AB-CC,

Sean JE=BC’-C"”'D, .F':'E=CE “B"E.

Se pide:
a)  Probar que AH_, B"E, C"D, se cortan en el punto A%,

b)  Los puntos A I K, estan alineados.
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Solucion de Saturnine Campo Ruiz, profesor del I.LE.S. Fray Luis de Leon (Salamanca).

Se observa de inmediato en la figura que las rectas BC' y B'C son perpendiculares a la base BC, y en consecuencia,
paralelas entre si y también a la altura AH_ (y concurrentes en el infinito). Ademas, los puntos A, J_, K estan situados

sobre la tangente en A. Podemos llevar estos datos al plano proyectivo, en el cual la circunferencia &2 se sustituye por
una conica cualguiera, su centro por un punto cualguiera del plano no situado en &2 y por los puntos By C’ se toman
las proyecciones de By C desde O sobre £d. Con esto tendriamos el siguiente enunciado alternativo, que generaliza el
inicial:

Sean ABC un tridngulo inscrito en la conica §2 y O un punto cualguiera no situado sobre ella. Sean B', C' las proyecciones
de los puntos B, C desde O sobre 4.
Definimaos los puntos C'=AB"-0C, B"=AC"0B, D=AC-BB' y E=AB-CC". Sean J;EC’*E‘”D, F':'E=CB’*E”E.

Se pide: a) Probar que A, A*=C"D-B"Ey A"=BC"B'C estan alineados.
b) Los puntos A, J_, K_, estan alineados (pertenecen a la tangente en A).

Tomaremos como sistema de referencia del plano proyectivo el formado por los vértices del triangulo v el punto O:

H={AB.C.0}; A= i (1,0,0); B=.(0,1,0); C=4(0,01), 0=A(L.LY).
Es facil ver que la expresion en coordenadas homogéneas de la conica en esta referencia es cxv+avz +bzx =10

con abc#0 ya +b + ¢ # 0 como Unicas condiciones sobre los coeficientes.
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Las coordenadas y Ecuacinnez de los objetos que intervienen son las siguientes:
Puntos:
B'=Alatec —batc);C'=Ai(la+ba+b —c); D=A4(101);
E=A(LL10); B"=Alc,—a—b,c); C"=A(b, b, —a —c).
Rectas:
C'D=b{x—z)=(a+b+c)y; B'E=c(x—y)=(a+ b+ c)z |cambiando y por z y b por c).
BC'=cx+(a+blz=20
BC=bx+(atc)yv=
Polar de A = Tangente en A: cy+ bz =0,

a) Para calcular la recta .44 ™ sin calcular éste dltimo punto, tomo el haz de rectas definido por £"'D y B"E y le impongo
la condicion de pasar por el punto A.

alb(x—z)—(a+tb+c)y)+flclx—v) —(a+tb+c)z)=0. ab+fc=0.

Se obtiene asi A4*=cla+c)y = b(a+ b)z
Si guiero calcular la recta AA” sin calcular expresamente A", hago lo mismo pero ahora con las rectas BC' y B'C vy

obtengo que A4" =cla+ ¢)v = bla+ b)z. Con esto queda probado a)

b) Con los datos anteriores se calculan los puntos J_ oy K
J.=A(a+ b, b,—c)
K,=Ala+c —brc)
¥ resulta inmediato comprobar gue esos puntos pertenecen a la tangente en A.
Esta segunda parte se puede demostrar facilmente sin coordenadas. Basta considerar en la conica la
oroyectividad definida haciendo corresponder a la terna (A,B.C) la terna (B, C,A).
(A B,C) --> (B, CA)
El eje de |a misma se forma con los puntos AC' - EB' = B"; CC'- BA =F, Es la recta B”E y ha de alcanzar a la recta CB

en un punto de la tangente en A
Dado que CB™B"E =K_, queda probado que K_ esta en la tangente.
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Tambien puede llegarse a esa conclusion aplicando el teorema de Pascal al hexagono inscritc CAA B B’ C

Si se considera la proyectividad definida por:
oA, B,C) = (CLAB)
razonando de la misma forma obtenemos la pertenencia de J a la tangente, o bien aplicando el teorema de Pascal al

hexagono inscrito B"AACC B.m



