Generalizacion al problema 629 de
trianguloscabri.

Problema propuesto por Ricardo Barroso Campos.
Generalizacion propuesta por Lim Sung Hyun.
Célculos con Mathematica por Francisco Javier Garcia Capitan.

Generalizacion de Lim Hyun Sung. Sean ABC un tridngulo y m una recta. Sean
I' una cénica circunscrita al tridngulo, con perspector U, y M el polo de la recta
m respecto deT. Sean X e Y los puntos de interseccion de la recta m y la circun-
conicaT, yT' cualquier otra cénica tangente a MX y MY en los puntos X e Y.
Supongamos que las rectas MA, MB, MC cortan a la cénica U en los pares de
puntos (X1, Xz2), (Y1, Y2), (Z1, Z2). Llamemos A1, Az a los puntos de interseccion
de la recta BC con las tangentes al' trazadas por A, A, respectivamente, y defi-
namos By, Bz sobre CA y C1, Cz2 sobre AB de forma semejante. Entonces, hay una
ordenacion de los pares (Ay, A), (B, Bz), (Cy, Co) tales que los puntos Ay, By, C
por un lado y Az, Bz, C2 por otro estdn alineados. Ademds, los tripolos de las rec-
tas A1 B, C; y A2 B> G, estdn sobre la recta que une el perspector U y el tripolo de
la recta m.

<< Baricentricas’;

Sean ABC un tridngulo y munarecta. Consideramos larectamde ecuacion px + qy +rz=0.
m = {pv q, r }1
Seal un conicacircusncritaal tridngulo, con perspector U, y M el polo de larectamrespectodeT.

ptU= {u, v, w},
coC=uyz+V ZX + WXY;
pt M= Pol oConi ca[m coC]

(U(-pU+gV+r W), V(pU-QV+I W), W(PU+QV-T W)}

Sean X e Y los puntos de interseccion de larectamy lacircunconicarl.

sust =\/—4pquvx2+(pux+qvx—rwx)2 - Rx;

{pt X, ptY} = Map[Sinplificar,
Simplify[Factor [{X, V¥, z} /. Solve[{coC=0, m {x, y, z} =0}, {y, z}] /. sust], x> 0]]

{{2qru, -r (R+pu+qv-rw, q(R-pu+qv-rw},
{2gqru, r (R-pu-gv+rw), -q(R+pu-qv+rwi}}

y I' ' cualquier otracénicatangenteaMXy MY enlospuntos X e Y.

Necesitamos construir la cénica degenerada formada por las dos rectas MX y MY, y formar €l haz de conicas
generado por estaconicay laconicarl.

Factor [-4pquvx®+ (PUX+qVX -1 wx)?]

(PPu?-2pquv+g®vZ-2pruw-2qrvw+r2w)x?



2| generalizacién629.nb

coni caMXMY =
Last [Fact or [Expand [Factor [ (Recta[pt X, ptM]. {x, y, z}) (Recta[ptY, ptM. {x, y, z})11 /.
R p?u?-2pquv+g®vi-2pruw-2qrvw+r>w]]

PPuvwx?+p?ulwxy +g?VZWXY -2pruwxy-2qrvwxy+r2wxy+
g?uvwy?+p2ulvxz-2pquvixz+qg®vixz-2qrviwxz+r?vwxz+
p?ulyz-2pquivyz+q?uviyz-2prulwyz+r?uwyz+r?uvwz?
Asi formamos el haz de conicas:
Tl = coni caMXMY + X coC
PPuvwx?+pZulwxy +@?VvEWXY -2pruwxy-2qrvwxy+r2wxy+
uvwy?+p?ulvxz-2pquvixz+g?vixz-2qrviwxz+r?vwxz+p2ulyz-
2pquivyz+q?uviyz-2prutwyz+r2uwyz+r2uvwzZs (WXy+VXz+Uuyz)2a
Hallamos los puntos de interseccion X1y X2 delarectaMA conlaconical ’.
sol z = Sol ve[Recta[ptM ptA].{x, y, z} =0, z]1[[1]]

W(-puU-gqV+rwy
{z- J

V (-pu+qVv-rw

sol x = Sinplify[Sol ve[Last [Factor [Tl /. sol z]] == 0, X],
{pu-gv +rw>0, y>0, p>0, v>0}] /. Abs[pu-qV+rw] »> pu-gqvVv +rw
[{x=>-(y ((pu-qv+rw /(2 (pPu?+g?VvZ-2qrvw+r?w -2pu (qV+rw +21)) +
2,2

(pu-qv+rw (pPu?-pu(qv+rw +2a)))/(pv (pu-qv+rw?)},
x> (y ((pPu-gqvs+rw /(2 (pPu?+q*vZ-2qrvw+r?w -2pu (qv+rw + 1)) -
2,2

(pu-qv+rw (pPu?-pu(qv+rw +2a)))/(pv (pu-qv+rw?)}}
{pt X1, pt X2} = Map[Sinplificar, {x, y, z} /. solz /. solx] /.

\/A (PPu?+g®Vv2-2qrvw+r2w -2pu(qv+rw +a) »>T
{{-T-p?u+pu(@v+rw -2 pv (PU-qV+rw, pw((uU+qV-rw)]},
[T-p?u?+pu(qV+rw) -2 pv (PU-qV=+rw), pw(Eu+qVv-rwi}}
Los demas puntos de interseccion los hallamos mediante una permutacion ciclica de las coordenadas. Como la
sustitucion {p->q, q->r, r->p} no estadefinidaen baricentricas.nb, la afiadimos aqui:
Regl aDePer mut aci on = Uni on[Regl aDePermutacion, {p-q, q-r, r » p}]

{a-b, b>c,c>a p->q, g->r, 71 ->p,
U->V, Vow WoU, X2V, Y->2Z, Z-X, a->p8, B->Y, ¥->a}

{pt Y1, ptY2} = Map[PernutarTerna, {ptXl, ptX2}];
{ptZ1, ptZ2} = Map[Pernut ar Terna, {ptY1l, ptY2}];

Calculamos €l punto de interseccion con BC de latangenteal ‘ en el punto A1l. Lo mismo calulamos B1, Cly

A2,B2, C2.

pt A1 = Punt o[Pol ar Coni ca[pt X1, rl], rtBC];
pt Bl = Punt o[Pol ar Coni ca[pt Y1, rl], rtCAJ;
pt C1 = Punt o[Pol ar Coni ca[pt Z1, rl], rtAB];
pt A2 = Punt o[Pol ar Coni ca[pt X2, rl], rtBC];
pt B2 = Punt o[Pol ar Coni ca[pt Y2, T1], rt CAJ;
pt C2 = Punt o [Pol ar Coni ca[pt Z2, T1], rtAB];

Comprobamos que Al, B1,C1ly A2, B2, C2 estan alineados.
Det [{pt Al, ptBl, ptCl}]
0
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Det [{pt A2, ptB2, ptC2}]
0

Podemos calcular las rectas A1B1C1, A2B2C2 y comprobar que son polares trlineales de puntos no demasiado
complicados.

rt ALB1C1 = Factor [Recta[pt Bl, ptCl]]

[vw (p?Tu?-2pqTuv+q®TvZ-2qr Tvw+r?Tw +

TA+p2uA-2pquva+q®vZa-2pruwi-2qr vwia+rw x+a%)
(PPTu2+q?Tv2-2pr Tuw-2qr Tvw+r>Tw? + Ta+p?u?a-

2pquUVA+QPVEA-2pruwa-2qr vwa+riw i+ a?),

uw (p2Tu?-2pqTuv+q?TvZ-2pr Tuw+r2Tw +Ta+p?u?1-2pquv a+g®v2a-
2pruwa-2qrvwa+r2w a+2%) (pPTu?+g*Tv2-2pr Tuw-2qr Tvws+
F2TW +Ta+p?u?A-2pquva+g?vZa-2pruwa-2qr vwa+r2w a+a?),

uv (PPTu?-2pqTuv+q*TvZ-2pr Tuw+r?Tw +Ta+p?u®i-2pguv a+g°v2a-
2pruwa-2qrvwa+r?w a+2%) (pPTu?-2pqTuv+g*TvZ-2qr Tvws+
FPPTwW +TA+p?u?A-2pquva+g°VvZA-2pruwi-2qr vwa+r2w a+2?)}

rt A2B2C2 = Factor [Recta[pt B2, ptC2]]

[vw (p?Tu?-2pqTuv+q®TvZ-2qr Tvw+r>Tw +

TA-p2uA+2pquVvA-g?vZa+2pruwi+2qr vwia-r2w x-a%)
(PPTu2+q?Tv2-2pr Tuw-2qr Tvw+r?Tw + Ta-p?u? i+

2pquUVA-Q®VEA+2pruwa+2qr vwa-r2w - %),

uw (p2Tu?-2pqTuv+q?TvZ-2pr Tuw+r2Tw +Ta-p?u?x+2pquva-g®vZ o+
2pruwa+2qrvwa-r2w a-2%) (pPTu?+g?TvZ-2pr Tuw-2qr Tvw+
P2TwW +Ta-p?u?A+2pquva-gvZa+2pruwa+2qrvwa-r2w i-2i?),

uv (PPTu?-2pqTuv+q*TvZ-2pr Tuw+r?Tw +Ta-p?u®x+2pgquv a-g°v2a+
2pruwa+2qrvwa-r’wa-2) (p?Tu?-2pqTuv+g*TvZ-2qr Tvws+
FPTwW +TA-p?u?A+2pquVva-g°vZa+2pruwi+2qr vwa-r2w a-22)}

pt P1 = Pol oTrilineal [rt A1B1Cl]

{

u(-2grvwa+p2u? (T+2) +g?v? (T+2) -2pu (qv+rw) (T+2a)+ (T+) (r2w +2)),
v (P2UZ (T+) + (T+2) (PvZ-2qrvw+r2w+2) -2pu (rwa+qv (T+2))),

W (p2u? (T+) + (T+2) (°vZ-2qrvw+r?w+2) -2pu (qva+rw(T+2)))}

pt P2 = Pol oTrilineal [rt ALB1Cl]

fu(-2grvwa+p2u? (T+2) +g?v? (T+2) -2pu (qv+rw) (T+2) + (T+2) (r2w +2)),
vV (PPUZ (T+) + (T+2) (qPvZ-2qrvw+r2w+2) -2pu (rwa+qv (T+2))),

W (p?u? (T+2) + (T+2) (qPvZ-2qrvw+r®w +2)-2pu (qva+rw(T+2x)))}

Por eliminacion, vemos que el lugar geométrico de P1 y P2 es unamismarecta

elinl =Elimnate[{X, V¥, z} =k ptPl, {A k}]

-pguUY+Qrwy+pruz-qrvz=p (-qv+rw x

elin2

Elimnate[{x, ¥y, z} = kptPl, {A, k}]
-pquy+qrwy+pruz-qrvz-=- (-qVv+r w X

Comprobamos que larecta obtenida es laque pasapor U y € polo trilineal de m.
Recta[pt U, Pol oTrilineal [m]]

{p@QVv-rw, -pqu+qrw r (pu-qv)}



