Propuesta de Ercole Suppa, profesor titular de matematicas v fizica del Liceo Scientifico “A. Einstein®, 64100 Terama, Italia.
El profezar Ercole Suppa tienetiene una pésins Wek
Problema 630

Sea ABC un triangulo. Sea | su incentro y I su circunferencia inscrita.

Sean U, Vy W los puntos de corte de IA, IB, IC con T, y sean r_, r, y r.las tongentes o [ por U, Vy W. Sean a, b y ¢ los
rectas BC, CA y AB. Sean M la interseccion de a con ro N, la interseccion de b con r, ¥y P la interseccion de ¢ con r.

Demastrar gue M, N y P estan alineados.

Suppa, E. (2011): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, profesor del LLE.S. Fray Luis de Ledn de Salamanca.
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Vamos a tomar como sistema de referencia el formado por el incentro como origen, la bisectriz de A como eje de ordenadas y
la circunferencia inscrita con radio 1.

Llamaremos &, 5, a los angulos —,—, - respectivamente. La relacion entre elloses ¢+ § + ¥ = 90. Ademas supondremaos
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gue no hay dos dngulos iguales. Hay que considerar que el dngulo 2AIE =90 + v,y de forma similar los demas dngulos gue
rodean el incentro.

Con estos ejes las coordenadas de los puntos y rectas que intervienen son:

4= {_ﬂ, 1 B): g = (—E‘DS}-' _EEH}J:I; C= cos —Ean.ﬁ');
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sen f ' sen B eny’ seny
U=1{(0,1): V =(—cosy,—senvy): W = (cos 8, —sen ).

Las ecuaciones de los lados del triangulo son:
Recta 8C: (sen’y —sen’f)x — (sen - cosff+ seny -cosy)y = cosa
Recta AB: (sen § + sena - seny)x — (sen o - cosy)y = — cosy

Recta AC: (seny+ sena-senfflx+ (sena-cosf)yv = cosf

(Con los ejes gue se han tomado estas dos ultimas rectas son simeétricas respecto de OY, por tanto podria cbtenerse una de la
otra sin mas gue cambiar x por —x).

Las tangentes en los puntos U, V y Wson:

v =1: {cosy)x + (seny)y = —1 y (cosff)x — (sen f)v = 1 respectivamente.
Con estos datos ahora calculamos los puntos M, N y P.

Se obtienen (con mucha paciencia) las siguientes coordenadas:

M cosy+cosff 'l)' 1&:(5 cos —1—zen 5 )P(S COS¥ 1+zsny )

I ] ]
gn y—sen 8 ERY—SER @ SEN Y—IEN @ gno—sen i senoc—sen B

La condicion de alineamiento de estos tres puntos es

det(M,N,P)=0,
o de forma equivalente:

cosy +cosfS seny —senfi seny —senf
cosf5 —1l—5senff seny—sena|l=10
COSY 1+ seny sena — senfs

gue se verifica facilmente pues la fila primera es la suma de las otras dos.

En el caso de tener dos dngulos iguales, por ejemplo si § = ¥, la bisectriz de 4 es también altura y la tangente en U es
paralela al lado BC: el punto M esta en el infinito.

Por otra parte, asi como los lados AB, AC son simétricos respecto de esa bisectriz, también lo son lasrectas r y r_ y por ello,

también los puntos N y P. En resumen, la recta NP es paralela a BC y finalmente tenemos que los puntos M, Ny P

estan alineados. m



