Ejercicio 56 TriangulosCabri (Ricardo Barroso) Applet CabriJava (2511-425)

Dado un tridngulo 1@, hallar dos triangulos Dﬁ’ y ﬁf tales que el simétrico de D respecto a E
sea A, el simétrico de FE respecto de F sea B y el simétrico de F respecto de D sea C'y que el simétrico
de G respecto a H sea A, el simétrico de H respecto de I sea C'y el simétrico de I respecto de G sea B.

Hallar los lados de los dos tridngulos DEF y GHI en funcién de a,b y ¢, lados de ABC.

SOLUCION:
Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el ntimero
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm
Con el siguiente enunciado:
Dado un triangulo ABC, hallar dos triangulos DEF y GHI tales que el simétrico de D
respecto a F sea A, el simétrico de E respecto de F sea B y el simétrico de F respecto
de D sea C y que el simétrico de G respecto a H sea A, el simétrico de H respecto de
I sea C y el simétrico de I respecto de G sea B.

Hallar los lados de los dos tridngulos DEF y GHI en funcién de a, b y c, lados de
ABC.

Propuesto por Ricardo Barroso

_
Usando coordenadas baricéntrica homogéneas respecto al tridngulo ABC, sea D(u : v : w) y para determinar las
coordenadas del punto E, punto medio de A y D, normalicemos las coordenadas de estos puntos, de tal forma que las
sumas de sus componentes sean iguales: A(u+v+w:0:0)y D(u:v: w); luego,

E=A4+D=_2u+v+w:v:w).
El punto medio F' de By F es:

0:2u4+2v+2w:0)+ Qu+tv+w:v:w)=2u+v+w:2u+3v+2w: w).

Finalmente, las coordenadas del punto medio de C(0 : 0 : du + 4v +4w) y F son (2u+ v+ w : 2u + 3v + 2w :
4u + 4v 4 5w), que deben coincidir con las de D(u : v : w), salvo un factor de proporcionalidad.
Tenemos que resolver el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones:

2-Nu+v+w=0, 2u+B-Nv+2w=0, 4du+4v+(5—Nw=0.
Para que tenga solucién, distinta de la trivial u = v = w = 0, se tiene que verificar que:

2-) 1 1
2 3-X 2 |=-(A-1?*0M\-8)=0.
4 4 5-A

El valor A = 1 da lugar a la solucién u + v + w = 0, es decir, el punto D ha de estar en la recta del infinito.
Para A = 8 se obtiene que D(1 : 2 : 4) y, por consiguiente, E = A+ Des (7:0:0)+(1:2:4)=(4:1:2)y
F=B4+E=(0:7:00+4:1:2)=(2:4:1).

C

Célculos similares nos permiten encontrar el tridngulo GHI, de vértices @
G(4:2:1), H(1:4:2), I(2:1:4).

—_— —_
Con esta coordenadas los tridngulos DEF y GHI son facilmente construibles, como se muestra en las gréfica
precedentes, sin mas que dividir cada lado de ABC' en partes iguales convenientes.

—_—
(D La notacién G, H e I no es para el baricentro, ortocentro e incentro se ABC, como se hace habitualmente en la geometria del tridngulo.
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—_ —_—
Los céalculos realizados para determinar los tridngulos DEF y GHI pedidos, los podemos hacer simultdneamente,

si en vez de determinar el punto medio de un segmento, obtenemos un punto que lo divide en una razén dada.

Asi, para un punto B’(u : v : w), determinamos el punto C’ que divide al segmento AB’ en la razén t, es decir,
AC' : C'"B' =t : 1, con lo que

C'=@w+v+w:0:0)+tu:v:w)=(1+tu+v+w:tv:tw).
El punto A’ tal que BA' : A/C' =+t :1 es
A=A +tu+v+w): A+u+ 1 +t+ 2w+ 1+ tw: Pw).
Y, finalmente, el punto B* tal que CB* : B¥*A' =t : 1 es:
(A +tutv+w) (A +u+ T +t+ 2w+ T +tw): 1+ u+ (1+8)*0+ (1 +2t+ 2+ t%)w) .

Tenemos que hacer coincidir las coordenadas de B* con las de B’, salvo una constante de proporcionalidad:
B* = A\B’. El tinico punto B’, no situado en la recta del infinito, que se obtiene es para A = ¢34+ 3t2 4 3t + 1, y resulta:

A1 +1t): (1+1)%: 1), B'(t? :t(1+1t): (1+1)?), C'(A+1)*: 2 t(1 +1)).

—
Célculos similares nos permiten determinar las coordenadas de los vértices del tridngulo A” B”C", tales que AC" :
C"B"=1t:1,CA" : A"C" =t:1y CB”": B"A"” =t:1, que son:

AT(#(L41) 2 (1+ 1)), B"(t*: (1+t)* : t(1+1)), C"(L+1)? :t(1+1t) : 7).
Si el tridngulo A’B’C’ corresponde al valor ¢, el tridngulo A” B”C” corresponde al valor —t — 1.

— —_—
Los tridngulos pedidos se obtienen para: e t; =1, el tridngulo A’B'C’' = FDE.

o ty=—t;—1= -2 eltridngulo A’B'C’' = [HG.

— T

La razén entre las dreas de los tridngulos ABC' y A’B'C’ es:
ireaABC
A 343t
areaA'B'C'

En particular, parat =1y t = —2:

_ e

dreaABC  areaABC .
areaDEF areaGHI

—_ P
El tridngulo A’B’C’ de drea méxima se obtiene para t = —1/2 y es el tridngulo anticomplementario ABC"

A'(-1:1:1), B'(1:-1:1), C'(1:1:-1).

Las longitudes de los lados del tridngulo A’B’C” son:

V=t +t)a2 + (1 + ) (1 + 2¢)b2 + t(1 + 2t)c2

pe= 3243t +1 ’
o = V2@ —t1 00 + (1 + 1)(1+20)¢
3t2 +3t+1 ’
g — YO+ 200 + {1+ 208 —H(1+ D)2
3t24+3t+1 ’
En los caso particulares det =1y t = —2:

— 1 — 1 == _ 1
E:?\/72a2+662+302, EF:? 3a? — 2b2 + 6¢2, FD:?\/6a2+3b27202.

1 -1 _
GH = ?\/—2a2 +3b2 +6c2, HI = ?\/GaQ — 202 +3¢2, IG = —/3a% + 6b2 — 2c2.

1
7
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—
Una construccién de los tridngulos A’B’C’

El vértice A" estd en la elipse &£, que pasa por el baricentro Xo de ABC'y es tangente al lado AB en B y al lado

—
AC en C (esta elipse es la trasladada de la elipse circunscrita de Steiner £ mediante la traslacién de vector AX5).

Similarmente le ocurre a los vértices B’ y C’, que estdn en las elipses &, y &, trasladas de la elipse de Steiner, mediante
los vectores BXy vy C' X5, respectivamente.

P
Para construir uno de los tridngulos A’ B’C’, podemos proceder de la siguiente forma: Sea M un punto en la recta
BC, la recta que pasa por M y por el baricentro Xs de ABC, vuelve a cortar a la elipse &, en un punto A’. El vértice
B’ es el otro punto en el que la recta A’C' corta a la elipse &, y el vértice C’ es el segundo punto en el que la recta
B’ A corta a la elipse &,.

—_
Para construir uno de los tridngulos A” B”C", procedemos de forma andloga a como hemos construido los tridngulos
A’'B’C’, tomando el punto N simétrico de M respecto al punto medio de BC.

Casos particulares:
— —
— Cuando M es el simétrico C; de C respecto a B, A’B'C’' = FDE.
—_ Py
— Cuando M coincide con el simétrico By de B respecto a C, A’B'C’' = IHG.
_
— Cuando M es el punto medio de BC, A’B'C’ es el tridngulo anticomplementario.

—
— Cuando M coincide con los puntos que trisecan a BC', los correspondientes tridngulos A’ B’C” tiene sus vértices
en los puntos de tangencia de las tangentes comunes a las elipses £,,& vy &..

_— —_—
Los vértices de los tridngulos DEF y GHI estén en la elipse de ecuacién 22 + 2y? + 222 — 3yz — 3zz — 32y = 0,
imagen de la elipse circunscrita de Steiner mediante la homotecia de centro X5 y razén 1/ V.

e —
En general, los vértices de los triangulos A’B'C’ y A” B”C" estén en la elipse, imagen de la elipse circunscrita de
Steiner mediante la homotecia de centro X5 y razén 1/v/3t? + 3¢ + 1.
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