Problema 636 de tridnguloscabri. Dado un triangulo ABC', hallar dos
tridngulos DEF y GHI tales que

A es el simétrico de D respecto de F,

B es el simétrico de E respecto de F,

C' es el simétrico de F respecto de D, y

A es el simétrico de G respecto de H,

B es el simétrico de I respecto de GG,

C es el simétrico de H respecto de I. Hallar los lados de los dos triangulos
DEF y GHI en funcion de a, b y ¢, lados de ABC.
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Planteando el sistema

A+ D
+ _E, B+E:’ C+F:D,
2 2 2
S2E—-D=A, 2F-E=DB, 2D—-F=C,
obtenemos
D:A+2§+4C, E:4A+§+2C, F:2A+473+C.

Ahora, siendo 7D = A+2B+4C, si llamamos X al punto que divide a BC
en la proporcién 2 : 1, tendremos 3X = B+2C y 7D = A+6X, por tanto D
estd sobre AX y cumple AD : DX = 6: 1. De la misma forma, si llamamos
Z al punto que divide a AB en la proporicion 2 : 1, tendremos 32 = A+ 2B
y 7D =37 +4C, por lo que D estd en larecta CZ y CD : DZ = 3 : 4. De
la misma forma podemos obtener los puntos £ y F como intersecciones de
rectas que unen los vértices con las segundas divisiones de los lados en tres
partes iguales tal como se indica en la figura siguiente:
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Ahora, de CD : DZ =3 : 4y CF : FZ = 6 : 1 podemos deducir
CD: DF : FZ =3:3:1, resultando que DF = %C’Z. Para hallar C'Z
usamos el teorema de Stewart:
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Asi resulta que F'D = %\/6@2 + 3b% — 2¢2. Por simetria, haciendo una
rotacién de las letras, tendremos
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DE = ?\/662 +3¢2 —2a2, EF = ?\/602 + 3a2 — 202.

Respecto del triangulo GH I, basta observar, por el enunciado, que HIG
es el resultado de calcular el tridngulo DEF' al tridangulo C'BA, por lo que
obtendremos sus vértices como interseccion de rectas que unen los vértices
de ABC' con los primeros puntos de trisecciéon de los lados opuestos.

La féormula de la longitud HI sera el resultado de aplicar la férmula del
DE al tridangulo CBA, por tanto HI = %\/662 + 3a? — 2¢%. De la misma
forma, IG se corresponde con EF, es decir IG = %\/6@2 +3c2 —2b%, y GH
se corresponde con F' D, es decir GH = %\/602 + 3b% — 2a?.




