Dado un tridngulo equilatero ABC, se traza la circunferencia inscrita que seré tangente
en A", B'y C" a BC, AC y AB respectivamente. Sea S; el area que delimitan el arco
menor A'B' de la inscrita, y los segmentos A'C y B'C. Sea S; el &rea que delimitan el
arco menor de AB de la circunscrita y el lado AB. Sea S3 el area de la circunferencia
inscrita (del circulo inscrito, afiadido el 19 de febrero). Demostrar que S; + S,=Ss.
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Sugerencia del director: Investigar qué caracteristicas debe tener un tridngulo para tener
tal propiedad. Distinguir los casos posibles:

637 a) Isoscelesen C
637 b) Is6sceles en A
637 c) Escaleno.

Solucién de Luis Mello, Estudiante Lic. en Matematicas y Fisica

Universidad Nacional Concepcion - Paraguay

Sea O, el centro del circulo inscrito de radio r y el centro del circulo circunscripto de radio R.

AB=BC=CA={ (Tridngulo Equilatero)

Podemos afirmar que A’, B’ y C’ son puntos medios de los lados BC, AC y AB respectivamente,
atendiendo que “Todo didmetro perpendicular a una cuerda divide a esta y a los arcos
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subtendidos en partes iguales”.También que la relacién entre el lado del triangulo equildtero

y el radio de la circunferencia circunscripta es: ¢ =R V3. (2)

Luego tenemos, por Pitagoras:

( 5/2) 2ir=Re reemplazando de (1) se tiene
“Re+ 2= Re Luego R2=4r2
Osea R=2r ...... (2)
COMO:
AA-S3
Sl= T Donde: AA= area del triangulo
A @—AA
S2=—"——"—"—""  Donde: A @ = area del circulo circuscripto

3

AA-S3 " Ae®—AN A e@-S3

S1+S2-= ...(3)
3 3 3

peroS3 =nr? y A e = nR?
Luego en (3):

nR?—mr?
S1+S2= T reemplazando de (2)

w(2r)?-nr? _ 3mr? _ .
S1+S2= 3 3 — TTTr "™ que esigual a S3
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Analizamos el caso desde el punto de vista del angulo C = a. Atendiendo que sustenta
el area S1y S2.
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Ambos triangulos son rectangulos e iguales:

mr r2 r

El 4rea de CO'A’ = CO'B'= —= z Donde: m=
2 2tg9(3)

r?f _ r?(n-a)
T2

El area del sector circular=

2

r ri(m-a) _ r? r?(mn-a)

Luego Sl1= 2 - = -
2tg(3) 2 tg(3) 2

A partir de la fig. Podemos decir que el area del segmento circular es

. R?*(6-sin 0)
B 2

pero : 6=2a

R*(2a—sin2a) _ R?sin2a

S2=

Luego de (1) y (2) para que se verifigue la igualdad: S1 + S2 = S3

2 2 2 s
r re(mt—a R°sin 2«
(T-a) 4 R?q -———— = mr?

tg (%) 2 2

Para ello debemos verificar que:
2 R?sin 2«

tg3 2

r

tg(3)

Donde: 1/2=3/2+a/2

(1)



De (4) se tiene:

a .
, Rtg(5)sin2a R? (1-cosa)
r2 = » = e (6)

Luego (6) en (5)

2r2a ri(m-a)_ 72
(1—cosa) 2
2a (mt—a)_
(1—cosa) 2

Lo cual nos da:

3Tt—-5a

CosSa=——— ... (7)

Pero debemos apuntar que por Teorema del

Coseno:
¢’ =a’+b’-2ab cosa
a?+ b?-c?
coso= —— ... (8)
2ab
*CASO TRIANGULO EQUILATERO
a=b=c
a?+ b%-c?
coso= —— =%
2ab
3m—-5a T
En (7)  COSQ=——— = Y C—> a= 3 = 60° (equilatero)

Ciertamente también podemos verificar en (6) que:



R? (1—-cosa R?(1-1/2
r2 - ( : ) r2 - ( . /2)

RZ
r 2 = T R=2r (relacion que habiamos encontrado anteriormente)

Los cuales reemplazando en (3) verifica perfectamente S1+S2=S3

e ISOCELESENC

a=b #c; de (7)

a’+b*-c* _ 2a*-c? 3n—5a
cosa = == = —
2ab 2a 3T—«
c2 3m-5a c? 8a
2a> 37—« a’> 3m—a

Luego también

1-cosa
De (6) (— bz ——



