Problema 652

1982/2.- Un tridngulo no isdsceles A AA tiene de lados 0, 0, 0, (o, puesto allodo A ). Para i=1,2,3 M. es el punto medio del lado
;. y T, es el punto de tangencia del lado a; o lo circunferencia inscrita. Denotemos por 5. el punto simétrico de T, respecto a lo

bisectriz del dngulo A. Demostrar que las rectas M, S,, M5, y M.S; son concurrentes,

Ezte problema es del IMO de 1982 que se celebro en Budapest.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz
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La figura sugiere que demostremos gue los tridngulos MyM>Mzy 515253 s0n de lados paralelos. En efecto. Llamando 45 al pie

de la bisectriz desde A tenemos las siguientes relaciones entre dngulos:
1
EJALT, = £A,ALA = £A;+ - £A,.

AT,1S; = 24T, 144=2(902 — £14LT;) = 1802 — 2 (243 +- %4, ) = 180 — (2243 + 24,).

De forma similar se obtiene £T315; = 180 — (254, + £.43).

A partir de agui

TS, = 4T IT, — £T515, = (1802 — £A;)— 180 + (2£A.+ £4,) = ZA;+ £A,,

AT IS = 4T ITy — 4Ty15; = (1802 — £4,)— 180 + (224, + £A;) = £4, + £4,.

Por tanto 3,55 es paraleloa A4z,
En consecuencia el triangulo formado por los simetricos 5. y el triangulo medial son homoteticos y se verifica el enunciado.

Cada punto 5. esta sobre la circunferencia inscrita, pues cada bisectriz es un diametro de la misma. Despues de esta
reflexion podriamos decir gque los simetricos 5. se obtienen haciendo la interseccion con la c. inscrita de la paralela por cada

punto de tangencia a la recta que une los otros dos (5, se obtiene por corte con la c. inscrita de la paralela por T; a1 T3, etc.)

Ademas, como la homotecia transforma la circunferencia circunscrita a uno de ellos en la circunscrita al otro resulta

que se transforman la circunferencia inscritaa A, A, A, enla circunferencia de los nueve puntos. Sabemos por el teorema de

Feuerbach gue estas dos circunferencias son tangentes entre si. El punto de tangencia F es pues el centro de la homotecia,

; ; . . R
X, de la enciclopedia ETC. La razdn es igual a —. [
.



