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SU DI UN PROBLEMA DI ERDOS

Nota (*) di Epyoxno MoRGANTINI (a Padorea)

A\ pag. 179 del Vol. 67 (1960) di « The American Mathema-
tical Monthly », J. Reinwater propone tra gli « advanced pro-
blems » il seguente, di eui attribuicce l'enunciato a P. Erdos:

Dato un triangolo non degenere PQR, siano 4, . .1, , A; tre
punti distinti scelti sui swoi tre lati. 1l triangolo PQR restu
cos8i diviso in quattro triungoli: qucllo centrale A 4,4, cd al-
tri tre laterali. Dimostrare che Varea dcl triangolo centrale
non puo essere minore di quelle di ciascuno dei tre laterali, e
che solo quando A,, A,, A, cadono nei punti medi del trian-
golo PQR Varea del triangolo centrale e quella dei laterali
sono uguali.

Per dimostrare ci0o. pensiamo, com’é lecito, fissato ad
arbitrio il triangolo centrale 4,4,4, e variabile quello
PQR ad esso eircoscritto. Assumiamo guindi nel piano
(euclideo) il sistema di coordinate preiettive omogenee reali
(coordinate triangolari) eol triangolo fondamentale A, 4,4, e
col punto unita nel suo bharicentro U. Pette 2, , »,, 2, le coor-
dinate omogenee di un punte X, sarx:

Tyl %l T = AA:4,X) 1 M4:4.X) : XA A4,X).

indicando i simboli a 2° membro le aree con segno dei trian-
goli orientati 4,4, X, rispetto ad una arbitraria orientazione
del piano.

Le coordinate si possono nermalizzare, assumendo ad ex.
uguale a 3 Parea del triamgolo orientato 4,4.4; e ponendo

(*) Pervenuta in Redazione il 25 giugno 1960.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico. Universitd. Padova.
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la condizione:
z + @ +2,=3

Con cio restano fissate I’orientazione del piano e ’unita di mi-
sura per le aree e si ha esattamente:

xr, — A(AzAgX), Ty = (A.gAlX), Ty = A(A1A3X).
Inoltre, posto:

P = (p:, D2, Ds), Q=(q1, 92, Q) B = (ry, r:, 13),
sara:
P1= A(AzAaP) < 0, q: = A(A3A1Q) < 0, rs — A(AlAzR) < 0,

mentre p., p;, ¢, ¢, 71, ¥, saranno positivi (v. Fig. 1).

Fig. 1 Fig. 2

La circostanza che il triangolo PQR sia circoscritto a
quello 4,4,4, si tradurrd nelle condizioni:

) p_1=g{-_—_a, L_T_ gy DI _Ps_
P2 Q- s Ts 1T D

-—0’

essendo «, b, ¢ quantitd positive. Infine:

(2) it s=0+ G+ a=r+r+r=3.
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Dalle (1) si trae:

1 ‘ 1 , 1

§p.,:—(—ip1‘ \ qaz—aqz’ !rl.:——rx’
Ps = — CP, {qx=—aqz 'rz——brs

da cui, sostituendo nella (2):
1 . 1 1
—pleti—D=—gle+,—D=—rb+ —1=3,

ossia, posto:

Ap = | AA:4:P) | = — p1, Ag=[A4:4.Q)|=—¢,
AR-:lA(AlAzR)l:—T, AA:!A(A1A2A3I=3,
si ha:

(3) A,4=(c+‘—1;—I)AP=(a+%—1)AQ=(b+%—1)AR.

Per dimostrare il teorema, cioé per far vedere che almeno uno
dei tre fattori (positivi) che nelle (3) moltiplicano Ap, A, Apr
¢ maggiore od eguale ad 1, basta far vedere che la loro somma
¢ maggiore od uguale a 3, cioé che:

(¢+3)+(+5)+(c+3)=5

e ci0 é immediato, ove si tenga presente la forma del grafico
della funzione reale:

1
?/—-"’+;;

che per # > 0 assume sempre valori = 2, raggiungendo il mi-
nimo y =2 solo per =1 (v. Fig. 2).

Resta cosi anche provato che solo quando 4,, 4,, A; sono
punti medi dei lati del triangolo PQR (e =0b=c=1) l’area
del triangolo centrale A4 & uguale a quella dei triangoli la-
terali Ap, A¢. Ag.
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