Problema 664.- S5ea ABC un triangulo y consideremaos la bisectriz de C, que corta en R a la circunferencia circunscrita.
Las mediatrices de los lodos a y b cortan o la bisectriz dada en Py Q. Sean A" y B los puntos medios de los lados BC y
AC. Demaostrar que las areas de los triangulos PA'R y QB’R son fguales.
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Usaremos coordenadas baricentricas para resolver
el problema.

El area de un triangulo cuando sus vértices vienen
dados en coordenadas baricentricas absolutas respecto del

triangulo AEC, se relaciona con la de éste por la expresion:
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Area(MNP)
- =¥ Y2 V3
Area(ABC) z, z, z

i siendo M(xy,x5,55), N(vy, ve, ¥3), P(2y,25.25) las
P by coordenadas de los vertices.

Los objetos geometricos gue intervienen, en estas coordenadas, se expresan como siguen: Punto medio de
AC: B'=(1:0: 1) y punto medio de EC: A'= (0:1: 1),
Bisectriz de C: bx=ay; mediatriz de EBC: (b*—c*lx+a’y —a*z= 0; mediatriz  de  AC:
—b*x+ (c® — a*)y+ b*z = 0y circunferencia circunscrita del tridngulo ABC: a’yz + b?zx + c*xy = 0.

A partir de aqui vamos a calcular las coordenadas de los cinco vertices distintos de los dos triangulos resolviendo los
sistemas pertinentes.

Se obtienen: R = (ala+b):bla+b): —c*); P= (a*:ab:b*> —c* + ab); 0 = (ab:b*:a® — c* + ab).
Las coordenadas absolutas las obtenemos dividiendo cada punto por la suma de sus coordenadas.

ala+b)+blatb)—c’=(at+b)Y —c*=(a+b+c)lat+b—c)=a*+ab+

b®—c"+ab=ab+b +a —c"+ab=4s(s—¢) , siendo 5 el semiperimetro de
AEBC,

Teniendo esto en cuenta pasamos al calculo.

Para el triangulo B'RQ el determinante formado por sus coordenadas es

1 0 1
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ab b= a- — ¢ +ab
Para el tridngulo A'PR tenemos
0 1 1
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Como ambos determinantes son iguales (valdria también si son opuestos), sus areas tambien lo son y con esto se

concluye el problema. [ |



