Problema 666 de tridnguloscabri. Sea ABC' un tridngulo no equildtero,
a=BC,b=CA yc= AB. Hallar el lugar geométrico E de los puntos M
tales que (b* — A )M A? + (¢* — a®*) M B? + (a* — b*) MC? = 0. Demostrar que
E contiene al centro de la circunferencia circunscrita y al centro de gravedad
de ABC'. Deducir un tercer punto de este conjunto.

Si observamos que (b*—c?)+(c? —a?)+(a*—b*) = 0, podemos plantearnos
el problema de forma mas general, buscando el lugar geométrico de los puntos
M tales que uAM? + vBM?* + wCM? = 0, siendo v + v +w = 0, es decir,
siendo @) = (u : v : w) un punto del infinito, o también, para cualquier punto
@, infinito o no.

Primera solucion de Francisco Javier Garcia Capitdn.

Comenzando con las férmulas de las distancias de un punto ordinario
M= (x:y:z)(x+y+2z+#0) alos vértices del tridngulo de referencia (ver
Introduction to Triangle Geometry, de Paul Yiu, pag. 88):

Ay? + 254y + 222

AM? = 5 , etc.
(x4+y+2)

podemos obtener para un punto ordinario @) = (u : v : w) la relacién

(z +y+2)° (WAM? + vBM? + wCM?)

ciclica

=(z+y+2) < Z (V*w + *v) a:) — (u+v+w) (a®yz + b*zx + Fay) |

que puede demostrarse por simple desarrollo de los dos miembros. Segin esto,
si hacemos tender () a infinito, es decir si hacemos u + v +w = 0, tendremos
que uAM?+vBM?*+wCM? = 0siy solo si el punto M es infinito o esté sobre
la recta

(v + b*w)x + (a*w + Au)y + (b*u + a’v)z = 0.

También por comprobacion directa, esta recta siempre pasa por el circuncen-
tro O = (a?Sy4 : b2Sp : 2S¢) y es perpendicular a la direccién dada por el
punto Q.

En nuestro enunciado, Q@ = (b* — ¢ : ¢ — a? : a®> — b?) es el punto del
infinito del eje drtico, que es perpendicular a la recta de Euler que, por tanto,
es la solucién del problema. Como tercer punto de la recta de Euler podemos
dar el ortocentro H.

Sequnda solucion de Francisco Javier Garcia Capitdn
Segin vimos en mi solucién del problema 380, si @ = (u : v : w) es un

punto ordinario (u + v + w # 0), tenemos la férmula

2 b2 2
WAM? 4 vBM? 4+ wOM? = (u+ v+ w)MQ? 4 LXWTIWUECUY =g,
u+v+w




Haciendo M = O tenemos que

a’vw + b*wu + Auv
u+v+w

(u+v+w)R = (utv+w)0Q* +

N _dPvw + bwu +202uv _0Q? - R?
(u+v+w)

es la potencia de @) respecto de la circunferencia circunscrita I'.
Ahora volviendo a (1),
wAM? +vBM? + wCM? =0
a*vw + b*wu + uv
(u+ v+ w)?

=>QM* = = 0Q* - R?,

por lo que wAM? + vBM?* + wCM?* = 0 si y solo si M estd sobre una
circunferencia 3 centrada en () y ortogonal a I'.

Si consideramos la recta OQ) fija y hacemos que @ tienda al infinito, la
circunferencia ¥ tendera a ser la recta L perpendicular a OQ) por O.

Aplicando esto, como antes, al punto infinito Q = (b*—c? : *—a? : a®>—1?),
el problema queda resuelto.



