Problema 668 propuesto por Juan Bosco Romero Marquez, Vailddol
SeanABC y A'B'C' dos triangulos rectangulos éa y A’ con bisectrices interiores

v,=AD y v,=AD', con n=BD, m=DC, n,=BD" y m,=DC,
respectivamente. Probar que:

aa'\/v,v, —bb'\/n,n, —cc’\/mm, =0.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo

Del teorema de la bisectriz interior é&kBC, bn, =cm,, y la igualdadn,+m, =a,
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resultan n, =:—~ =——; y analogamente paradAB'C’, n, =
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Ademas,
B¢ _[aBc]=[ADC]+[ABD] = 1bv, sin 2+ ey, Sin§:b+cva_1z>va:\/§bc; ,
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analogamentey,, :W’ siendo entonces la desigualdad a probar
c
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0 equivalentementega’~/2bch'c’ > bb'y/cac'a’ +cc'vaba'b', o bien

2a’bca’?b'c’ = b’cab’ T'a’ +abc@'b'c’ 2+ 2bch'c'vabea b'c’ , 6 2aa’ =bb' +cc' + 2/bcb'c ,
2

es decir,2aa’ > (\/bb’ + cc’) (1).

Si se multiplican todos los lados de uno de lagngulos, digamosA'B'C', por un

mismo numero A, se tendria la desigualdada/]a’z(\/bAbW c/ic')z, 0 sea,

2Aaa'2(ﬁ)2(Vbb'+ cc’)z, que es equivalente a la desigualc(a)i. Ello implica

que podemos suponer, sin pérdida de generalidadaepa’, con lo cual(l), 0 bien

2a > (\/aserBa’ seB' ++a sdrn’ s@h)z, pasa a seyfserB seB’ ++/ sdd seh< v (2) .

De las desigualdades de las medias geométricanyética y de Jensen para la funcion
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Seno, que es estrictamente COﬂC&V%@}HZ—j , resulta



JserB seB' ++/ sdd s@ﬁs%( ®n Bé)nir—;( Gen Cs)eqq;;( BsenC)seé(
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que es la desigualde(d) gue queriamos probar.
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Ademas, se obtiene la igualdad si y sélo si sdivaren la desigualdad de las medias
geomeétrica y aritmética, o seserB= seB'y serC = seff’, y en la desigualdad de
Jensen, esdeciB=C y B'=C'.

Queda asi probada la desigualdad y que la iguadadumple si y solo sABC y
A'B'C' son triangulos rectangulos isésceles.



