Problema 668

Solucion de Juan Bosco Romero Méarquez
Sean T = ABC y T'= A'B'C" dos tridngulos rectangulos en A 'y A’, y de lados
a>b>c,a’>b>c’, ycon bisetrices interiores v,,v, comocevianas,, y con
segmentos deter min ados por éstas, sobre los lados BC, y B'C", m,,m,’,
y n,, n, correspondientes a los lados,b,c y b’,c’,,cona=m, +n_,
a’=m, +n, ,respectivamente.

Probar que:

aa’\v,v, —bb’/n,n, —cc’y/m,m, >0.

Solucion,.
Recordandoel valorde las bisectrices y segmentos det er min ados por ellas,
sobrelas hipotenusasde los triangulos T y T~, tenemos que :

J2be ab c . . , .
A= ,m, = n, = , ¥ similares exp resiones para T',que sustuidas
b+c b+c b+c
enla exp resion dada, y ademas, a®> =b? +¢?, a’’= 2 se tiene que si:

2bch’c aacc’ aa’bb’
\} (b+c)b +c) \/ (b+c)(b +c) \/ (b+c)(b +c)
= M(\/Zaa' —Jbb e ) = K(2aa'—(bb"+cc’+2+/bch’c’) = (llamando,
\/ (b +c)(b'+C)

K, a toda la exp resion obtenida, al multiplicar numerador y deno min ador por

2aa'+\/W+\/E).

De otra parteal hacer la agrupacion que sigue, y multiplicar por susconjugados,
obtenemos que:

X = K((aa'-bb"—cc") + (aa’—2+/bcb’c’)) = K(P + Q), donde
P =aa —(bb’+cc’), y Q = aa’-2,/bch’c’, y veamos ahora sus signos de P y Q:
y, al multiplicar porlos conjugados de P P'=aa’+bb’+cc’, y de Q,
Q'=aa'+2+/bcb’c’, obtenemos:

N2 ;-
X = ((aa) — (bb'+cc’)? N (aa’)” —4bcb’c

aa’+bb™+cc’ aa’+2+/bcb’c

2 2 (R Lrrm)2 . W A)2

P= (b +c)(b ,+C,) ,(bb +cc) = (tzc b'c) - >0, con la igualdad < bc'=b'c.
aa’+bb’+cc aa’+bb +cc
(b? +c?)(b?+c?)—4bcb’c  (bb'—cc)? + (bc'—bc)? . .
= = >0, con la igualdad <

Q aa’ +2+/bcbh’c aa’ +2+/bcb’c g
bc’=b'c y bb’=cc.

Desde aqui, tenemos: X >0.



