Problema 678 propuesto por Ricard Peiré i Estruch, Valencia:

Hallar el coseno del angulo a la base de un triAngulo isGsceles si se sabeelpento de
interseccion de sus alturas se encuentra en lanéencia inscrita en el triangulo (el anguloes aquel
que se repite en el isdsceles).

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo

SeanABC el triangulo isésceles dada, a y b las longitudes de sus ladog, su semiperimetroS

su area,H su ortocentro] su incentro YR y r los radios de sus circunferencias circunscritaserita,
respectivamente. Entonces
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S=pr=%(a+a+b)r=—(2Rsem'+ Rsea+ R sdm- ad)r=Rr( 2sen $em)p= RrQ+ 1 aps a
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y Széaasen(n— 27/):—; R sefo s§na)= RE sen ep, luego

2Rr (1+ cosr) seor = B’ séa  ce, con lo cualr (1+cosa) = Rsefo cas, es decir,

r(l+cosa)= R( ¥ cog)( ¢ cas) cas, siendo entonces=2R(1- cosr) cos .

Ahora bien, segun el enunciadb se encuentra sobre la circunferencia inscritéAB& , con lo cual
H debe estar situado a una distancia dgual al radior de dicha circunferencia. Teniendo en cuenta

que a0(0,77/2), de la conocida igualdad’ HI2=2r?-4R?cosr cos cdst- @), resulta que
r?=HI?=2r’+4R?cos’a co$ @), luego -r? =4R?cos'a co§ @) y, comor =2R(1- cosr) cow,
se deduce que-4R?(1- cosacr)2 coda = R’ cdmr cfsal, es decir, —(1—cosa)2= co§ 2), o
equivalentemente, —cos o+ 2cosr—- £ 2cd:r—- , 0 sea, (3cosa— 3 co= , con lo cual

3cosa - 2= (, siendo astosa = 7 < el valor pedido.

) Geometric inequalities; Bottema, O., Djordje¥i R. Z., Jard, R. R., Mitrinovt, D. S. & Vast, P. M.,
Wolters-Noordhoff, Groningen, 1969, igualdad (3)a@rueba de las desigualdades 5.8, pagina 50.



