Problema 678
Propuesto por Ricard Peir6 i Estruch Profesor de Matematicas del IES "Abastos" (Valéncia)

43. Hallar el coseno del dngulo o a la base de un tridnguls isdsceles si se sabe que
¢l punto de inlerseccidn de sus alturas se encuentra en la circunferencia inscrita en
el trifingulo.

43. Hallar el coseno del angulo a a la base de un tridngulo isdsceles si se sabe que el punto de
interseccion de sus alturas se encuentra en la circunferencia inscrita en el triangulo( El 4ngulo o es
aquel que se repite en el idsceles)

Dorofeiev, G. y otros (1973) :Temas selectos de matematicas elementales. Ed Mir .(Pagina 353.
problema 43)

Solucion de Fabiola Czwienczek, profesora de Matematica (jubilada). Turmero, Venezuela.

Sea MNP el triangulo isésceles dado, con MP = MN y m<MPN = m<MNP = q.
Debemos hallar el coseno de a.

Establezcamos un sistema de coordenadas cartesianas (cuyo origen es O) de tal
manera que los puntos N y P esténeneleje x yelpunto M esté en el eje y. Sean
(0, m), (n, 0) y(=n,0) las coordenadas de los puntos M, N y P, respectivamente, con
m# 0 yn#0. Denotemos por T al punto de interseccion de las alturas del triangulo
MNP. Es decir, T es el ortocentro del triangulo MNP. Denotemos por C al centro de la
circunferencia inscrita al triangulo MNP. Esto es, C es el incentro del triangulo MNP.

Notese que:

1) MO es la altura del triangulo MNP correspondiente al vértice M (figura 1). Como
por hipotesis, el ortocentro T esta en la circunferencia inscrita, se tiene que T esta
en el interior del segmento MO . El triangulo MNP es, por tanto, acutangulo.

2) MO esta contenido en la bisectriz del angulo PMN (figura 2). Luego, el incentro C
esta en el interior del segmento MO .

3) la circunferencia inscrita en un triangulo isdsceles es tangente a la base en su
punto medio. En este caso, el punto O es el punto de tangencia de la

circunferencia inscrita con el segmento PN

En consecuencia, tenemos que los puntos T, C y O estan alineados. Ademas, T y O

pertenecen a la circunferencia inscrita cuyo centro es C. Se deduce que T y O son

TO
extremos de un diametroy que CT =CO = PE En la figura 3 se ilustra la situacion.



y y
M(0,m)
90°- o,
o o o
!
P(-n,0) 0 N(n,0) x P(-n,0) 0 N(n,0) x
Figura 1 Figura 2
¥ y
00" o
[v 8
P(-n,0) 0 N(n0) x o N(n,0) x

Figura 3 Figura 4

En referencia a la figura 4, tenemos que:

PO n (1)
cosa= —/ = /—/———
PM n2+m?

A continuacién, encontraremos la relacién que existe entre m y n, la cual nos
permitira expresar una de estas variables en funcién de la otra. Para ello, consideremos
los triangulos OCN y NCM.

Del triangulo rectangulo OCN, tenemos que

tan (5) = 0

5) = on @



TO
Recordemos que CO = R Noétese que T es el punto de interseccidn de las rectas cuyas

2
ecuaciones son y = % (x+n) y x=0. Asi, las coordenadas de T son (O, %) . Luego,

OoT = %2 y CO= lz-. Por otra parte, ON = n. Sustituyendo en (2), obtenemos

2m

tan (%)= " (3)

2m
Por otra parte, aplicando ley de los senos en el triangulo NCM,

MN MC

sen (90°+%) - sen (%) (4)
Notese que:
MN = VT ; sen (90°+£) = cos () MC=MO-CO=m — J== Z2r,

Sustituyendo en (4):
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De donde:
sen (%) _ 2m?-n? = tan (g) _ 2m?-n? (5)
cos (%) T 2mVnZ+m?2 2) T 2m+VnZ+m?
De (3) y (5):
n 2m? — n? N _2m?-n?
2m - 2m Vn2+m? n= Vn2+m?2

= n’(’ +md) = (Zm2 - nz)z
2 2
= nt+nim’ = amt —amPn + !

= 5n° m2 = 4m*

= m-=— (6)

Sustituyendo (6) en (1):
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Asi, el cosenode a es 3

Nota: a es aproximadamente 48,19°.
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