QUATRE TRIANGLES

35 problemes amb tetraedres

Ricard Peir6 i Estruch
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Problema 1
Siga el tetraedre regular ABCD.

Siga P el punt mig de l'aresta CD .
Determineu la proporcio entre les arees del tetraedre ABCP
i el tetraedre regular ABCD.

Problema 2

El perimetre de la secci6 paral-lela a dues arestes que es creuen
d’'un tetraedre regular és constant.

Calculeu el perimetre.

Problema 3

En una piramide triangular regular I'aresta lateral és igual a tres vegades 'aresta de la
base.

Calculeu 'angle diedre d'una aresta lateral.

Problema 4

Proveu que els punts migs de les arestes d’un tetraedre
regular son vertexs d’un octaedre regular.

Calculeu la proporcié entre els volums de I'octaedre i el del
tetraedre.

Problema 5

La base d’'un tetraedre és un triangle rectangle isdsceles d’hipotenusa 8cm i 'aresta
lateral sobre I'angle recte de la base és perpendicular a la base i mesura 5cm.
Calculeu l'area i el volum del tetraedre.



Problema 6

Un tetraedre esta format per dos triangles equilaters
de costat a i dos triangles rectangles isosceles.
Calculeu 'area i el volum.

Problema 7

En la piramide triangular regular ABCD l'area de la
seccio que passa per I'aresta lateral SC i l'altura SO és

A
la meitat de I'area de la base ABC de la piramide.

L’aresta lateral és igual v21. Determineu el volum de la
piramide i la seua area.

Problema 8
Siga ABCS un tetraedre regular d’aresta 4.

Siga D un punt de l'aresta SC tal que SD:DC =1: 3.
Determineu el volum del tetraedre ABDS.

Problema 9
Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta 6.

Siga P el punt mig de I'aresta SA .
Siga Q el punt mig de 'aresta AB.
Siga R el punt mig de l'aresta SC.
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Determineu I'area del triangle PQR .

Problema 10

La base d’'una piramide és un triangle equilater de costat
a. Una de les cares laterals, perpendicular al planol de la
base, també és un triangle equilater.

Determineu I'area i el volum de la piramide.
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Problema 11 S

Una piramide ABCS (S el vértex) triangular regular I'aresta de
la base és 3 il'altura 4.

Siga P el punt mig de l'aresta AS. P
Calculeu la mesura de I'angle ZBPC .

Problema 12 B
Siga el tetraedre regular ABCD. D

Siga P el punt mig de l'aresta AD.

A
Siga Q el centre de la cara BCD . p
PQ

Calculeu la proporcié —=.
AB

B

Problema 13

Determineu la proporcio entre els volums d’un tetraedre
regular i el seu dual (dual és aquest que té per vértex els
centres de les cares del primer).

Problema 14
Siga el tetraedre regular ABCD. D

Siga P el punt mig de l'aresta AD.
Siga Q el punt mig de 'aresta BC.

PQ

Calculeu la proporcié — .
AB

Problema 15
En una piramide triangular regular I'angle diedre de la base és igual a ¢.

Determineu I'angle format per dues arestes laterals en el vértex de la piramide.

Problema 16

L’altura d’'una piramide triangular regular és 4 vegades el radi de la circumferéncia
inscrita a la base. El volum és 36.

Determineu la mesura de l'aresta de la base:

Problema 17

Una piramide regular de base triangular té altura 6 i volum 7243.
Determineu el radi de I'esfera inscrita a la piramide.
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Problema 18

Un planol secant paral-lel a la base d’'una piramide regular triangular divideix per la
meitat I'area lateral de la piramide. Determineu la proporcié entre els segments en qué
queda dividida l'altura de la piramide pel planol secant.

Problema 19

En una piramide triangular regular, per 'aresta de la base de longitud a, es traca una
seccio perpendicular a I'aresta lateral oposada. Determineu la superficie de la piramide
si el planol secant divideix I'aresta lateral en la ra6 m:n comptant des del vértex de la
piramide.

Problema 20
Considerem el sistema de referencia afi

{0:{e, =(10,0),e, =(0,1,0),e, =(0,0,1)}}
Siguen els punts A(a, 0,0), B(0,b,0), C(0,0,c).
Siguen les arees: P=S,5, Q=Soacs R=Scgc»
S=Spsc:

Proveu que P? +Q? +R? =S?,

Problema 21

Siga un tetraedre qualsevol.

a) Els segments que uneixen els punts migs de les arestes
oposades s’intersecten en un punt

b) La suma dels quadrats de les arestes és quatre vegades la

suma dels quadrats dels segments que uneixen els punts migs A
de les arestes oposades.

Problema 22

Les arestes d’'una piramide triangular que ixen del
vertex A son perpendiculars a parelles i les seues
mesures son a, b, c.

Determineu el volum del cub inscrit en la piramide tal
gue un dels seus vertexs és A.
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Problema 23
Siga el tetraedre regular ABCD d’aresta a. A

A
Siga A’ la projecci6 de A sobre la base BCD .
Siga A, el punt mig del segment AA'.

Proveu que el tetraedre A,BCD té tres cares triangles \
rectangles. NP
5 \‘
C
Problema 24

La suma dels quadrats de totes les arestes d’una piramide triangular regular és P.
Determineu I'area maxima d’una cara lateral.

Problema 25

a) Calculeu el volum maxim d’una piramide regular triangular inscrita en una esfera de
radi R.

b) Calculeu el valor maxim de la suma de les arestes d’'una piramide regular triangular
inscrita en una esfera de radi R.

Problema 26
Siga el tetraedre ABCD.

Siguen 1, J, K, L els punts migs de les arestes AB, CD, BC,
AD, respectivament.

a) Demostreu que AB+DC =2-JK.

b) Demostreu que per a cada punt O del segment KL
existeixen els punts M i M’ de les arestes AB, CD tal que P
és el punt mig del segment MM' .

Problema 27

A
Siga la piramide ABCS de base el triangle equilater ABC
La secci6 produida en la piramide ABCS per un planol que
passa pel vertexs Si A, i pel punt mig M de I'aresta de la base
BC és un triangle equilater de costat 6cm. Calculeu l'area i el
volum de la piramide.

Problema 28
La suma de distancies d’'un punt interior d’un tetraedre regular a les cares és igual a
I'altura del tetraedre.

Problema 29 S
En el tetraedre regular ABCS, AD és la mitjana del triangle
A N
ABC, E és el punt mig de l'aresta BS. E
Determineu I'angle que formen les rectes AD, CE. A
_’A B
A
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Problema 30
En el tetraedre regular ABCS, AM és la mitjana del triangle S

A
ABS.
Determineu I'angle que formen les rectes AM, CS.

’ C
Problema 31

Siga ABCS un tetraedre regular. B

R A
Calculeu 'angle que formen 'aresta AB ila cara ACS.

Problema 32
R A
En el tetraedre regular ABCS, per la mitiana AD de la base ABC i K el punt mig de
- A
laresta SB, s’ha dibuixat un planol. Determineu I'angle d’aquest planol i la base ABC.
Problema 33 S

Siga D el punt mig de l'aresta AS del tetraedre regular ABCS.

Siga E el punt mig de l'altura OS .
Determineu I'angle de les rectes CE i DO.

Problema 34 B
Siga ABCD un tetraedre regular.

Siga M el punt mig de l'aresta BS. S
Calculeu 'angle de la mitiana AM i l'aresta CS.

A
Problema 35

A
En la piramide triangular ABCS la base ABC és un triangle equilater i les S

A A
cares SAB i SBC son perpendiculars a la base.
Siga I'aresta SB igual a 'aresta AB.

A R
Siga O el baricentre de la base ABC. Siga D el punt mig de l'aresta SC .
Calculeu 'angle que formen les rectes BD i SO.




Problema 1
Siga el tetraedre regular ABCD.

Siga P el punt mig de l'aresta CD .
Determineu la proporcio entre les arees del tetraedre
ABCP i el tetraedre regular ABCD.

Solucio:
Siga AB=a aresta del tetraedre regular ABCD:.
L’area del tetraedre regular ABCD és:

J3

SABCD =4.SABC =4Ta2 :az\/§

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APC :

J3

AP-BP - a4,
2

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMP :

- [Ba (1] e
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D

A A
L’area del tetraedre ABCP és igual a la suma de les arees dels triangles ABC, APC

A A
BPC i APB:
1a\/§a aﬁa \/_ \/—
3 27 2 2 23 +4/2
Sasce =Sasc +2-Sapc +Saps = Taz +2 5 + : ; 2

La proporci6 entre les arees del tetraedre ABCP i el tetraedre regular ABCD és:

2\/§ + \/E a2
Saece _ 4 _6+V6 0.7041.
SABCD 32\/5 1
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Problema 2

El perimetre de la secci6 paral-lela a dues arestes que es creuen d’un tetraedre
regular és constant.
Calculeu el perimetre.

Solucio: o

Siga ABCD el tetraedre regular d’aresta AB=a.

Siga PQRS la seccio del tetraedre PS, QS paral-lels a AC,
P_Q, RS paral-lels a BD.

AC, BD so6n arestes que es creuen.

Siga x=AP, PD =a—X.

A
APQ, és un triangle equilater, aleshores:
PQ =AP=Xx.

PSAD , €s un triangle equilater, aleshores:

PS=PD —a-x.

El perimetre de la secci6 és:

p= 2(@+§)= 2(x+a-x)=2a.

El perimetre de la seccié és constant i igual al doble de 'aresta del tetraedre.
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Problema 3

En una piramide triangular regular I'aresta lateral és igual a tres vegades l'aresta de la
base.

Calculeu 'angle diedre d’'una aresta lateral.

Solucio:

Siga la piramide recta ABCS, on AI%C €s un triangle equilater.
Siga AB=a, AS=3a.

Siga P de I'aresta AS tal que BP L AS.

L’angle diedre que cerquem és /BPC =a..

Siga M el punt mig de I'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AMS :

b2

MS = .[(3a)? -| =a
(3a) 5

A A
Els triangles rectangles AMS, APB son semblants i la rao és 3:1.

J35

Aleshores, PB = E% =——a
3 6

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BPC :

T ()T
a“ = a+——26 5

6
Simplificant:

————Cosa .
6

coso = E , o= arccosE ~ 60°56'27".
3 35

10
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Problema 4

Proveu que els punts migs de les arestes d’un tetraedre
regular son vértexs d’un octaedre regular.

Calculeu la proporcié entre els volums de I'octaedre i el
del tetraedre.

Solucio:

Els punts migs de les arestes que formen les cares formen 4 triangles equilaters de
costat la meitat de 'aresta.

Els punts migs de les arestes que s’intersecten en un vértex formen 4 triangles
equilaters de costat la meitat de I'aresta.

El poliedre resultant esta format per 8 cares triangles equilaters iguals 6 vertexs i cada
vertex d’'index 4. El poliedre és un octaedre regular.

El truncament del tetraedre per la meitat de les arestes separa del tetraedre 4
tetraedres regular d’aresta la meitat de I'aresta del tetraedre inicial.

Cadascun dels 4 tetraedres té per volum la vuitena part del tetraedre inicial ja que
estan en proporcié 1:2.

Aleshores el volum de I'octaedre és la meitat del volum tetraedre.

Problema

Proveu que els punts migs de les arestes d’'un
tetraedre son vértexs d’un octaedre tal que les
arestes oposades sén iguals i paral-leles i el volum
del qual és igual a la meitat del volum del
tetraedre.

11
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Problema5

La base d’'un tetraedre és un triangle rectangle isdsceles d’hipotenusa 8cm i 'aresta
lateral sobre I'angle recte de la base és perpendicular a la base i mesura 5¢cm.
Calculeu l'area i el volum del tetraedre.

Solucié:

A -
Siga el tetraedre de base ABC, A =90°, BC =8.
Siga AD=5, ZDAB = ~/DAC =90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles ABC:
AB=AC=4y2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
BD =CD =+/57 .

A
El triangle BCD és isosceles.
Siga M el punt mig de l'aresta BC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CVD :
DM = /41,
L’area del tetraedre ABCD és:
Saecp =2 Saep +Sasc +Seep-
AB-AD AB  BC.-DM
+ + .
2 2 2
Sascp = 2042 +16 + 44/41 ~ 69.90cm?.

El volum del tetraedre és:

1 -
VABCD = ESABC -AD.

SABCD =2-

Vageo = %16 5= % ~ 26.66cm° .

12
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Problema 6

Un tetraedre esta format per dos triangles equilaters
de costat a i dos triangles rectangles isosceles.
Calculeu 'area i el volum.

Solucié:
A A
Siga el tetraedre ABCD tal que les cares ABC, ACD

son triangles equilaters de costat a. Siguen AIABD, B(AZD
les cares que sén triangles rectangles isosceles.
AB=BC=AC=AD=CD =a.

/BAD =BCD =90°.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
isosceles ABD:

AD=av2.
L’area del tetraedre és:
V3 a2 J3+1

Spsop =2-Sagc +2-Sppp = ZTaz +2? :TaZI

Siga P la projecci6 de C sobre la base AI%C .
Siga M el punt mig de l'aresta AC.

M pertany al segment PB .

Siga DP =h altura del tetraedre. Siga PM =xX.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMB :

eV — oM - 34
2
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PMD :
2
[ﬁa] =x?+h? (1)
2
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PBD :
2
(a\/E)z =(x+§aj +h? 2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
3a2 = x? +h? x=£a
4 3 . La solucio és 6 .
2a2=x2+za2+\/§ax+h2 hzﬁa
3

El volum del tetraedre és:

1 13 ,V6 . 2,
=—-——a°"—a=—a".

vV ->-S.. .h=
ABCD 3 ABC 3 4 3 12

13



Problema 7
En la piramide triangular regular ABCD l'area de la

seccio que passa per I'aresta lateral SC il'altura SO és

A
la meitat de I'area de la base ABC de la piramide.

L’aresta lateral és igual v21. Determineu el volum de la
piramide i la seua area.

Solucio:

R A
Siga a = AB aresta de la base ABC (triangle equilater).
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B

Per ser la piramide regular el peu de l'altura SO, és el baricentre del triangle equilater

A R
ABC. Siga M el punt mig de l'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMC :

CM = ga. Aplicant la propietat del baricentre O:

— 2— 3

CoO=cM="2a.
3 3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COS :

so- af (Lo - fr-Ter

A - R
L’area del triangle CMS (seccio del planol que formen SC i l'altura SO és:

Sews =%m~%=%§a 2 —%az =%a\/63—a2 .

A 2

L'area de la base ABC és: S, g = #.

A A
Com que l'area del triangle CMS és la meitat de I'area del triangle ABC:

2
%a 63_a’ =12 V3 . Resolent I'equacio:
a=6.SO=3.
- 2

El volum de la piramide ABCS és: V = %SABC -SO = % 6 f 3=943.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMS :

S - (Jz—l)z_[g]z _21-3 243,

L’area de la piramide ABCS és: S, gcs =Sagc +3:Spps =

2
6 ‘/§+36'2‘/§=27J§.

4

14

2
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Problema 8
Siga ABCS un tetraedre regular d’aresta 4.

Siga D un punt de I'aresta SC tal que SD:DC =1: 3.
Determineu el volum del tetraedre ABDS.

Solucié:

SD:DC =1:3, SC = 4, Aleshores:
DC = 3.

El volum del tetraedre ABDS és igual al volum del tetraedre regular ABCS menys el
volum del tetraedre ABCD.

Siga SG l'altura del tetraedre regular ABCS. G és el baricentre de la cara base.
Siga M el punt mig de l'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC::

CM =23.

Aplicant la propietat del baricentre G.
CG=2CM=23.
3 3
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
A
CGS:
SG = |42 (4‘;_} 1%,

El volum del tetraedre regular ABCS és:

1 == 14*J34J6 16\/—

Viases = =Sagc - SG =
ABCS 3 3 4 3

A A
Els triangles rectangles CGS , CHD sé6n semblants i la
ra0 de semblanca és 4: 3, aleshores:

DH = gs—e _J6.
El volum del tetraedre ABCD és:
1 — 147
Vasco =§SABC .DH =3 f\/€:4\/§.

El volum del tetraedre ABDS és:
16 4
Vagcop = Vascs = Vasep = ?\/5 ~4y2 = 5\/5 )

15
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Problema 9
Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta 6.

Siga P el punt mig de I'aresta SA .
Siga Q el punt mig de 'aresta AB.
Siga R el punt mig de l'aresta SC.

A
Determineu I'area del triangle POR .

Solucié:

R A R
PQ és paral-lela mitjana del triangle ABS, PQ = =SB =3.

- A -
PR és paral-lela mitjana del triangle ACS. PR ==AC=3.
L’angle ZRPQ és igual a 'angle que formen AC i SB que és recte.

A
Aleshores, el triangle PQR és rectangle i isosceles.
9

Seon = SPQ =
PRT2 T 2]

16
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Problema 10
La base d’'una piramide és un triangle equilater de D
costat a. Una de les cares laterals, perpendicular al
planol de la base, també és un triangle equilater.
Determineu I'area i el volum de la piramide.
C
A
B
Solucio:
A -
Siga la piramide ABCD de base ABC triangle equilater, AB=a.
A
Siga ABD la cara lateral perpendicular a la base i triangle equilater.
A A
L’area dels triangles equilaters ABC, ABD és:
2
a%y3
SABc =Spep=—7—- e
Siga M el punt mig de I'aresta AB. Aplicant el teorema de
A
Pitagores al triangle rectangle AMD :
oV — v = a.
2
DM = ga és altura de la piramide. A
El volum és: M
1 — 1a%/343_ 1
VABCDZESABC'DM:_ —a=2a’.

3 4 2 8

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isdsceles DMC :

J6

C_Dzw‘\/i=7a.

A A
Els triangle BCD , ACD soén iguals i isosceles.
Siga N el punt mig de l'aresta CD.

J6

R A
CN = Ta. ZBNC =90°. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BNC :
2
ONI 2 \/E '\/10
4 4

A

A
L’area dels triangles BCD, ACD és:

L’area de la piramide és:

2
Sascp = 2S e +2Spcp = 2@&2 + Zéaz = %(2\/§+\/E)

17
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Problema 11 S

Una piramide ABCS (S el vértex) triangular regular I'aresta de
la base és 3 il'altura 4.

Siga P el punt mig de l'aresta AS. P
Calculeu la mesura de I'angle ZBPC .

Solucio: B
A -
La base ABC és un triangle equilater de costat AB=3.

A
Siga G el baricentre del triangle ABC.
L’altura de la piramide és SG = 4.
Siga M el punt mig de I'aresta BC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMB :

— 33

AM = T .
Aplicant la propietat del baricentre G:
AG-ZAN=13,

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AGS:

AS— 47 +(Ja) — 55 ’

AS=BS

\/ZBS +2AB° —AS’

La mitjana BP del triangle ABS mesura; BP = 5

5 _Y2:19+42.9-19 37
2 2

A
Siga a. = ZBPC , aplicant el teorema del cosinus al triangle BPC :

E G er

—2————cosa . Simplificant:
2 2 2

19
coso =—.
37

o= arccosE ~ 59°6'7".
37

18
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Problema 12
Siga el tetraedre regular ABCD.

Siga P el punt mig de 'aresta AD. D

A
Siga Q el centre de la cara BCD .

PQ P

Calculeu la proporcié — .
AB

Solucio:

Siga a = AB aresta del tetraedre regular.
Siga M el punt mig de I'aresta BC.
AM-BM - 2

Siga o = ZADM.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMD :

2 2
Ea = Ea +a’ —Zﬁa-a-cosw Simplificant:
2 2 2

J3

coso =—.
3
A

Aplicant la propietat del baricentre Q del triangle BCD :
— 2 3

=—DM=—a.
>R 3 3
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PQD :

p_sz(Ej +[£aJ —Zgga-cosa

2 3

@zz(e)z[@ T_zeﬁaﬁ,
2 3 2 3 3
Simplificant:

— 1

Pina.

P _1

AB 2’

A A A
Notem que el triangle DPQ és isosceles, aleshores, els triangles DPQ , AMD sén

PR _V3

semblants i la raé de semblanca és — =—.
AM 3

19
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Problema 13

Determineu la proporcio entre els volums d’un tetraedre regular
i el seu dual (dual és aquest que té per vertex els centres de les
cares del primer).

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCD d’aresta a = AB.

A
Siga PQRS el tratraedre dual, P centre de la cara ABD i Q

A
centre de la cara BCD .
Els dos tetraedres regulars sén semblants, la proporcié entre els volums és el cub de
la proporcié de les seues arestes.

Siga M el punt mig de I'aresta AB.
Siga N el punt mig de l'aresta BC.

- A
MN és paral-lela mitjana del triangle ABC,
aleshores:
vN =2
2
A A
Els triangles MDN , PDQ sb6n semblants.

A
Per la propietat del baricentre P del triangle ABD . A

DP 2

= —, aleshores:
3
2

MN 3
Per tant, PQ =

Vears _ (EJ _ ( 1
ABCD AB 3

2

20
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Problema 14
Siga el tetraedre regular ABCD.

Siga P el punt mig de 'aresta AD.
Siga Q el punt mig de 'aresta BC.

PQ

Calculeu la proporcié — . P
AB

Solucio:
Siga a = AB aresta del tetraedre regular.
A
El peu de I'altura del tetraedre regular sobre la base ABC és el baricentre G del

triangle equilater.
Siga a = ZDAQ.
J3

AQ=""a.
Q 2

Aplicant la propietat del baricentre G:

— V3

AG = EA—Q-_

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle AGD;
AG_13
AD 3

cosa =

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APQ :

PO’ :[Ejz J{ﬁaf —zgia cosa

2 3
> (aV (V3.) ,a\3_ 3
e [z) *[? ] 257
Simplificant
Q- 2a.
P _V2
AB 2

A - - R
Notem que el triangle APQ és rectangle ja que AQ2 AP+ PQZ.

21
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Problema 15
En una piramide triangular regular I'angle diedre de la base és igual a ¢.

Determineu I'angle format per dues arestes laterals en el vértex de la piramide.
Solucio:
La piramide és triangular regular, és a dir, la base és un triangle equilater i és recta.

A
Siga ABCD la piramide triangular regular, de base ABC triangle equilater.

A
Siga G el peu de l'altura. G és el baricentre del triangle ABC.
Siga a = AB aresta de la base
Siga M el punt mig de I'aresta AB de la base .

AM=2.

2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :
vi-Ba,
2

Aplicant la propietat de la bisectriu:
av-tav-3,

3 6

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle DGM :

J3

. —a
DM=-56__,
CosSQ
Siga o = ZADM.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ADM
a

AM 2
tgoo=—= =\/§COS(p.
DM

J3

6coso

o= arctg(\/§ cos (p).
L’angle format per dues arestes laterals en el vértex de la piramide és:
20 = 2arctg(\/§ cos (p).
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Problema 16

L’altura d’'una piramide triangular regular és 4 vegades el radi de la circumferéncia
inscrita a la base. El volum és 36.

Determineu la mesura de 'aresta de la base:

Solucio:

A
Siga ABCS la piramide de base el triangle equilater ABC.
Siga M el punt mig de l'aresta AB.

A
Siga O l'incentre del triangle ABC.
Siga r = OM radi de la circumferencia inscrita al triangle
A

ABC.
L’altura de la piramide és OS = 4r.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AMO :
AM=r+/3.

AB=2r4/3.
El volum de la piramide és:

—2
v-1AB a5,

1
3
r® = 3.3 . Resolent I'equacio:

r=+3.
L’aresta de la base mesura:
AB=2r/3=6.
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Problema 17

Una piramide regular de base triangular té altura 6 i volum 7243
Determineu el radi de I'esfera inscrita a la piramide.

Solucio:
La piramide regular aleshores, és recta i la base un triangle
equilater.

A
Siga la piramide ABCD de base el triangle equilater ABC.

Siga M el punt mig de l'aresta BC.
L’altura de la piramide s’intersecta en el baricentre G del

A
triangle equilater ABC.
El centre de O I'esfera pertany a I'altura DG

El punt de tangéncia T de 'esfera i la cara BCA:D pertany a B
'apotema DM .

OT és perpendicular a 'apotema DM .

Siga OT = OG =r radis de I'esfera.

A A
Siga la secci6 GMD de la piramide que conté l'altura i 'gpotema de la cara BCD .

C
Siga a = AB, aresta de la base.
2
V, = % a f 6 = 72/3 . Resolent l'equacio:
a=12. G
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABM
AM=64/3. A 5
Per la propietat del baricentre:
GM = 1AM=2/3. S
3
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DGM :
DM = 62 + (23 . !
DM =443 . ©
A A
Els triangles DGM, DTO sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales: G M
23 r , L
—— =——_Resolent I'equacié:
43 6-r

r=2.
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Problema 18

Un planol secant paral-lel a la base d’'una piramide regular triangular divideix per la
meitat I'area lateral de la piramide. Determineu la proporcié entre els segments en qué
queda dividida l'altura de la piramide pel planol secant.

Solucio:
A
Siga la piramide ABCD de base el triangle equilater ABC.

A
El peu de I'altura és el baricentre G del triangle ABC.
El planol secant talla les arestes laterals de la piramide en
els punts A’, B’, C’, i la'altura DG en el punt G’.

Volem calcular i
GG
A A

Els triangles ABD, A'B'D son semblants i laraé de les

arees és 2:1.

Aleshores, la raé dels costats és 2 :1.
Siga M el punt mig de l'aresta AB.
A'B' talla DM en el punt P.

DM:DP =+/2:1.
A A
Els triangles DGM, DG'P son semblants i la radé de semblancga és:
M_1z.
DP
Aleshores, ﬁzﬁ. E:ﬁ
DG’ DG 2

D 2
E:_DG_: DG_ -_2 :1+\/§.
GG DG-DG' |, DG' | V2

DG 2
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Problema 19

En una piramide triangular regular, per 'aresta de la base de longitud a, es traga una
secci6 perpendicular a 'aresta lateral oposada. Determineu la superficie de la piramide
si el planol secant divideix I'aresta lateral en la ra6 m:n comptant des del vértex de la
piramide.

Solucio:

Siga la piramide regular triangular ABCS, d’aresta de la base AB=a

A N N
Siga el triangle ABP seccio per 'aresta AB perpendicular a I'aresta lateral SC .
Siga SP =mx, PC =nx. SB=SC =(m+n)x.
Siga M el punt mig de I'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMC :

MC = Ea
2
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MPC :
P’ = 222 _n2x? (1)
4
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMS :
el 2.2 1 5
MS =(m+n)°x —Za (2)
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MPS :
MP” = MS” —m?2x2 3)
Substituint 'expressid (2) en I'expressio (3):
MP~ = (m+n)2x2 —%az —m?x? (4)

Igualant les expressions (1) (4):
3a?-n?- (m+n)?x? _Laz _mae
4 4

Resolent 'equacio:
2
!
2n(m+n)
Substituint 'expressié (5) en I'expressio (2):
- 2
MSzz(m+n)2a——Ea2= LRI FC (6)
2n(m+n) 4 an
La superficie total de la piramide ABCS és:

AB-MS
Spaecs =Sapc 73 Sass =Sapc +3 > :

aa /2m+n

A 2

S ascs zﬁaz +3.2—n=a_(\/§+3 fMJ
4 4 n

(5)

2
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Problema 20
Considerem el sistema de referéncia afi

{0:{e, =(1.0,0),e, =(0,10),e; =(0,0,1)}}
Siguen els punts A(a, 0,0), B(0, b, 0),
C(0,0,c).

Siguen les arees: P =S5, Q =Sgoac:
R=Scsc: S=Shsc-

Proveu que P? + Q? +R? = S2,

Solucio:
A A A .

OAB, OAC, OBC s6n triangles rectangles.
1

P = SOAB = E|ab| .
1
1

R = SOBC = §|bC| .

P2 4 Q2 +R? = %((ab)z +(ac)? +(be)?).

AB=(-ab,0), AC=(-a0,c).

€, €, €;
ABxAC=|-a b 0]|=(bc,ac,ab).
-a 0 c

ABx AC| = |(bc, ac, ab)| = y/(bc)? + (ac)? + (ab)? .
ABxAC]-| ll

S=Suge = %Hﬂa’x H:ﬂ - %\/(ab)z +(ac)? +(bc)? .
S? = %((ab)z +(ac)? + (bc)?).

S=areaABC= 10,6 cm? P=areaOAB= 5,3 cm?
S*2=112,97 ecm* Q=8reaOAC= 7,0 cm®

R=8rea0OBC= 6,0 cm®

PA2+QA2+RA2= 112,97 cm*

C(0:0:4,0)

Quatre Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

B(0;3,0,0)
A(3,5:0:0)
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Problema 21 D
Siga un tetraedre qualsevol.

a) Els segments que uneixen els punts migs de les arestes

oposades s’intersecten en un punt .

b) La suma dels quadrats de les arestes és quatre vegades la
suma dels quadrats dels segments que uneixen els punts migs ;
de les arestes oposades. A ’
B

Solucio:

a)

Siguen K i L els punts mig de les arestes oposades AD i BC,
respectivament.

Siguen M i N els punts mig de les arestes oposades AB i CD, respectivament.

N A
KN és paral-lela mitjana del triangle ACD.

- A

ML és paral-lela mitjana del triangle ACB .

Aleshores, MLNK és un paral-lelogram.

Les diagonals KL, MN del paral-lelogram s’intersecten en
el punt mig dels dos segments.

Andlogament, MINJ és un paral-lelogram.

Per tant, Les diagonals 3, MN del paral-lelogram A
s’intersecten en el punt mig dels dos segments.

Aleshores, els segments que uneixen els punts migs de les
arestes oposades s’intersecten en un punt, a més a més,

aquest punt és el punt mig dels tres segments.

b) Soluci6 per a tetraedre regular

Siga el tetraedre regular ABCD d’aresta AB=a

Siga DH altura del tetraedre.

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

Siga N el punt mig de l'artesta CD oposada a I'aresta AB.

A
H és el baricentre del triangle equilater ABC.

_ D
CMzaﬁ.
2
J3

Aplicant la propietat del baricentre: CH = %W = a? .
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CHD :
_ C
-a?
3 A

A
Siga P la projecci6 de N sobre el triangle ABC. M

A A
Els triangles CHD , CPN sén semblants i de ra6 2:1. B

: — 1— a |2
Aplicant el teorema de Tales: PN = EDN =—.|=.

2\3
V3
=

W:mmp:gm—cza
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, s . AL ——2 1
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MPN : MN = Eaz.

La suma dels quadrats de les arestes del tetraedre regular ABCD és: 6AB’ = 6aZ.
La suma dels quadrats dels tres segments que uneixen els punts migs les arestes del

i1 e AN 2Lz 3.2
tetraedre equilater ABCD és: 3MN = SEa =§a :
Notem que 6-AB” = 4-3-MN .

Solucié general

Sense pérdua de generalitat, siga el tetraedre ABCD amb les seglients coordenades
cartesianes.

A(0,0,0), B(b,0,0), C(a,c,0), D(d, g, f).

AB=(b,0,0), AC=(ac,0), BC=(a-b,c,0),

BD=(d—b, e f), AD=(d e f), CD=(d-ae—c,f).

AB’ =b?.

AC’ =a? +c?.

BC® =a?+b? +c2 —2ab.

BD =b2+d2+e? +f2 —2hd. A
AD’ =d? +e? +f2.

CD’ =a? +d? +e? +f2 —2ad — 2ce.

AB’ +AC’ +BC” +BD +AD +CD’ =3(a2 +b? +c? +d* +e? +f2)—2(ab+bd+ad+ce)
Siguen 1i J els punts mig de les arestes oposades AC i @, respectivament.

Les seues coordenades son:

|§’£,0 ,JM,E,i ,ﬁz w,ﬁ,i ]
2 2 2 22 2 2 2
—2

0 =%(b2 +c? +d% +e2 +2 +2(bd - ce—ab —ad).

M

Siguen K i L els punts mig de les arestes oposades AD i BC, respectivament.
Les seues coordenades son:

K E,E,i L a_"'b,g,o ,Hz M,ﬂ,__f ]
2 2 2 2 2 2 2 2
ﬁz=%(a2+b2+C2+d2+e2+f2+2(ab—ad—bd—ce).

Siguen M i N els punts mig de les arestes oposades AB i CD , respectivament.
Les seues coordenades son:

M(E,O,Oj, N(a+d’c+e’ij1 mz(a+d—b’c+e’i)
2 2 2 2 2 2 2

MN’ =%(a2 +b2 42 +d? +e2 +12 +2(ad—ab - bd +ce).
02 +KL: +MN° :%(S(az +b? +c? +d? +e? +f2)—2(ab+bd+ad+ce)).

4(132 KL +W2j=3(a2 +b? +c? +d% +e2 +f2)-2(ab +bd +ad +ce).
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Problema 22

Les arestes d’una piramide triangular que ixen del
vertex A son perpendiculars a parelles i les seues
mesures son a, b, c.

Determineu el volum del cub inscrit en la piramide tal
gue un dels seus vertexs és A.

Solucié:

Siga la piramide triangular APQR, AP=a, AQ=b, AR=c.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APQ :

Siga K en 'aresta AR vertex del cub inscrit en la
piramid_e. R
Siga AK =X, aresta del cub.

Siga KL = x+/2 diagonal de la cara superior del cub.

La recta RL talla l'aresta PQ en el punt M.
Z/PAM = 45° . AM és bisectriu de ZPAQ.

A
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle APQ :
M Ja?+b? —PM
a b '
PV =—2 Ja?ip?, Q
a+b M

A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle APM:
PM AM

sin45°  sin Z/APM

a_ Ja? +p? —

a+b ___AM
J2 B b
2 va? +b?
—  aby2

M= .
a+b

A A
Els triangles rectangles MAR , LKR sén semblants, aplicant el teorema de Tales:

ab\/E

ﬂ _a+b Resolent requacio:
c-x c
abc

X=—
ab+bc +ca

3
El volum del cub és:V,, = x° = __ae |
ab +bc +ca
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Problema 23
Siga el tetraedre regular ABCD d’aresta a. %

A
Siga A’ la projecci6 de A sobre la base BCD .
Siga A, el punt mig del segment AA'.

Proveu que el tetraedre A ,BCD té tres cares triangles
rectangles. \‘ D
Solucio: B \‘
. A A A .
Els triangles AA'B, AA'C, AA'D son rectangles i c

d’hipotenusa a, aleshores:
BA'=CA'=DA'=va? —AA".

A
Aleshores, A’ és el circumcentre (també el baricentre) del triangle equilater BCD .
Siga M el punt mig de l'aresta CD.

V3

BM=""a.
2

Per la propietat del baricentre:

2— 3

BA'=ZBM=""a.
3 3
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BA'A :
ax- 2
3

A'A, =%A_A':%\/ga.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle BA'A; :

AR
3 2\3 2

J2 B

BAl =CA1 ZDAl =7a.

—2 2 —=2
Notem que BA, +CA, =BC . Aleshores, el

A
triangle BA,C és rectangle.

Aleshores, el tetraedre A,BCD té tres cares triangles rectangles.

31



Quatre Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 24
La suma dels quadrats de totes les arestes d’una piramide triangular regular és P.
Determineu I'area maxima d’una cara lateral.

Solucio:
A
Siga ABCD la piramide triangular de base ABC triangle equilater.
Siga AB=a aresta de la base. Siga AD=b aresta lateral.
Per hipotesi S(a2 + b2)= P
A N
Siga O el baricentre de la base ABC. Siga M el punt mig de 'aresta AB

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

CM = 7361. Aplicant la propietat del baricentre:
o -2av-234 ov-tem-3a,
3 3 3 6

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COD :

O_Dz:bz—[

V3 jz.

—a
3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DOM :

B3 Y = 1 1
DM =0D- +|¥2a| .SM =b?2-Za%+—a2.
6 3 12

DMZ =b2 — 1a2.
4

A
L’area de la cara lateral ABD és:

S(ab)——a‘/bz 1oz =P a2 g=taPoaz_ta2
28 3 223 2

S(a)=E Pa —Ea4 a>0.
2\V3 4

‘s . , . L . P 5
L’area maxima s'assoleix en el maxim de la funcio f(a) = gaz - Za“.
Derivem la funcio f(a):

P
f'(@)=—a-5a°.
@ 5

P
f'(@ =0, ?a—Sa3 =0. Resolent I'equacio: a = i—:

fra)=22 1522, 1| |22 |22 152 _ 1P
3 5]°3 75 3

Aleshores, el maxim s’assoleix quan a =
2 4
[2P) 1 |P([2P) 5 [P NG
L’area maxima és: S —| = =)= =—.
15 ] 2\3(V15 41\ 15 30
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Problema 25

a) Calculeu el volum maxim d’una piramide regular triangular inscrita en una esfera de
radi R.

b) Calculeu el valor maxim de la suma de les arestes d’una piramide regular triangular
inscrita en una esfera de radi R.

Solucio:

Siga I'esfera de centre O i radi R

Siga la piramide ABCS de base el triangle equilater AI%C
Siga AB=a, AS=BS=CS =b.

Siga G el baricentre.

OS =OA =R. Siga o = ZAOS.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AOS
b? =R? +R? —2R?cosaq..

b=R+v2-2cosa.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle AOG.
a=R/3sina.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AGS:

5 2
SG’ = 2R? - 2R? COSa—(?R\ESina] .

SG =Rv2-2cosa —sin? o

a)

El volum de la piramide ABCS és:

vo1B s,
34

V(o) = %@?,RZ sina-RV2-2cosa—sina, a0, x).

V(o) = @R%/Zsin“ a—2sin* a.coso—sin® o .

. V3 5 8sin® a.cosa — 8sin® a.cos? o + 2sin® o — 6sin® a.cosa

242sin - 2sin? 0.coso. — sin® o

V(a)=0.

8sin® a.cosa —8sin® a.cos? o+ 2sin® a.— 6sin® a.cosa = 0. Simplificant:
4cosa—4cos® a+sin? a—3sin> acosa =0.

4cosa—4cos? a+sin? a—3sin>acosa=0.

3cos® a—5cos® a+cosa+1=0.

coso = — .

Estudiant el signe de la primera derivada:

-1, " . .
cosa = ? €s un maxim relatiu estricte.
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26

a=b= 3 és a dir, és un tetraedre regular.

El volum maxim és:
V(arccos%lj = %W .

27
y A
05T

027

01T

0.0 t t t t t =
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
X

Graficapera R=1, y= @sin2 0n/2—2c030c—sin2 .

b)
La suma de les arestes és:
f(a,b) =3a+3b.

f(a) = 3(V3R - sina.+ RV2—2c0sal ), a [0, 7.

\/Esina
f'(a) = 3R| V3OS0 + —
[ 2yJ1-cosa
f'(a)=0.
2sina
\/§c05a+\/_— =0.
2J1-cosa
2
3co52 o= ESII’I—(X. .
21-cosa

3cos® a—7cos® a+1=0. Resolent 'equacio:

coso =—, cosazi.
3 2

\/Esinoc
2+/1-cosa

., 1 i .,
La solucié cosa = E no és solucié de \/§COSOL + =0.

Estudiant el signe de la primera derivada:

-1 o . ,
cosa = 3 €s un maxim relatiu estricte.

2.6

a=b= 3 és a dir, és un tetraedre regular.
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La suma maxima és:
f(arccos%lj = 4\/ER )
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Problema 26
Siga el tetraedre ABCD.

Siguen I, J, K, L els punts migs de les arestes AB, CD, BC,
HD, respectivament.

a) Demostreu que AB+DC =2-JK .

b) Demostreu que per a cada punt O del segment KL
existeixen els punts M i M’ de les arestes ATB, CD tal que P
és el punt mig del segment Y

Solucié:

G o
AB=AL+LK +KB )

DC =DL +LK +KC (2)

Sumant ambdues expressions:

AB+DC = (AL+ DL)+ (KB +KC)+2 JK (3)

Per ser L punt mig del segment AD AL+DL=0.
Per ser K punt mlg del segment BC, KB+KC=0.

Aleshores, AB+DC 2 JK
b)

Si P pertany al segment KL , existeix < [0, 1] tal que KP =2 -KL .

Siga M un punt de I'aresta AB, existeix o < [0,1] tal que BM =o.-BA .

Siga M’ un punt de l'aresta CDB , existeix B [0, 1] tal que CM'=p-CD .

Vegem que existeixen o. p € [0, 1] tal que P és el punt mig del segment MM’ , és a dir,
PM+PM'=0.

PM =PK +KB +BM 4)
PM' = PK +KC +CM' (5)
Sumant ambdues expressions:
ﬁ+ﬂ=2-ﬁ+(@+@)+ﬁﬂ+w (6)
PI_\/I’+W':2.R+6+§’/I+C—M" @)
PM +PM' = 2-PK +BM + CM' (8)
PM +PM' = 2). - R+a-ﬁ+ﬁ~€d 9
Apllcant 'apartat a)

PM +PM' = - - (AB+CD)+a BA +B- cD (20)
PM +PM' = (0.—1)-BA +(B—1)-CD (11)

PM +PM' = O Si (a—A)- BA+(B A)- CD =0.
Els vectors BA, CD son linealment independents, aleshores:

a=A
p=2

Cja=A . —_
Per tant si {a = P és el punt mig del segment MM".
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Problema 27

A
Siga la piramide ABCS de base el triangle equilater ABC
La secci6 produida en la piramide ABCS per un planol que
passa pel vertexs Si A, i pel punt mig M de I'aresta de la base

BC és un triangle equilater de costat 6cm. Calculeu l'area i el
volum de la piramide.

Solucio:

AM=AS=MS =6.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle Al€/|B :
AB=AC=BS=BC=CS=4/3.

Siga O el punt mig del segment AM.

OS és I'altura de la piramide ABCS.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOS:
0S =343.
El volum de la piramide és:

Vases = %@(4\/5)2 .33 =36cm®.

A -
Notem que el triangle BCS és equilater de costat BC = 443

A A
Els triangles ABS, ACS son iguals.
Siga N el punt mig de l'aresta AS.

AN=3, AC=4/3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ANC:

CN =+/39.

A
L’area del triangle isdsceles ACS és:

Siacs = %6@
L’area de la piramide ABCDS és:

Sascps =25a8c 2 Sacs = 2[@ (4\/§)ZJ +6+/39 = 79.04cm?.
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Problema 28
La suma de distancies d’'un punt interior d’un tetraedre regular a les cares és igual a
l'altura del tetraedre.

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCD.
Siga P un punt interior al tetraedre.

A
Siga A’ la projecci6é de P sobre la cara BCD .
A
Siga B’ la projeccioé de P sobre la cara ACD.
A
Siga C’ la projeccié de P sobre la cara ABD. A

A
Siga D’ la projeccio de P sobre la cara ABC.

A
Siga O la projeccio de D sobre la cara ABC.
L’altura del tetraedre ABCD és OD .

El volum del tetraedre ABCD és:

1 -
VABCD = §SABC -OD.

El volum del tetraedre ABCD és igual a la suma dels volums dels
tetraedres ABCP, ABDP, ACDP i BCDP.

Vaseo = Vascr + Vaeop + Vacor + Vecor

1 — 1 — 1 — 1 —
Vagco =§SABC‘PB +§SABD'PC +§SACD'PB +§SBCD -PA".

Visco =§SABC(@+@+@+W).

Aleshores:
1 ===y N ¢ v,
gSABC(PB L PC'+PB'+PA )=§SABC-OD.

Per tant, PA' +PB'+PC'+PD'=OD .
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Problema 29
En el tetraedre regular ABCS, AD és la mitjana del triangle S
A N
ABC, E és el punt mig de l'aresta BS .
Determineu I'angle que formen les rectes AD, CE. E
Gusiev, problema 657. A
B
A
Solucio:
Siga AB=a aresta del tetraedre regular. S
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADB :

2 E

G - AD- 2. F
Pel punt D tracem una recta paral-lela a la recta CE que ‘ 5
talla 'aresta BS en el punt F.

A A
Els triangles BCE , BDF sén semblants i de ra6 2:1.

J3

Aleshores, DF = ECE =—oa.
2 4
L’angle que formen les rectes AD i CE és igual a 'angle o = ZADF.
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABF:
2
AF =a?+|2| —2a2cos60°.
4 4

AR —L8a2,
16

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ADF
AF =AD’ +BF -2.AD-BF-cosa
2 2
13 (\/5 } (\/5 J J3 3
=|—al| + -2 >

— = —a—a-cosa.
16 2 2

cosa = % .= arccos% ~ 80°24'21".
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Problema 30
R A
En el tetraedre regular ABCS, AM és la mitjana del triangle ABS

Determineu I'angle que formen les rectes AM, CS.
GuUsiev, problema 662.

Solucio:
Siga AB=a aresta del tetraedre regular.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABM:

J3

AM="a.
2

Pel punt M tracem una recta paral-lela a la recta CS que talla I'aresta
BC en el punt N.

A A
Els triangles BCS , BNM s6n semblants i de ra6 2:1.

Aleshores, BN = %@ = %a.

L’angle que formen les rectes AM i CS és igual a 'angle o = ZAMN.

AN- AM- 34,
2
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMN -
AN" = AM* +MN’ —2-AM-MN -cosa._

[ﬁa} Z[ﬁ J +(laJ2—2£a1a-cosa.
2 2

2 2 2

cosa = % .= arccos% ~ 73°1317".
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Problema 31
Siga ABCS un tetraedre regular.

- A
Calculeu 'angle que formen 'aresta AB ila cara ACS.
GuUsiev, problema 637.

Solucio:
Siga M el punt mig de I'aresta CS .

R A
La projeccio de aresta AB sobre ACS pertany a la recta AM.

L’angle que cerquem és a = Z/MAB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

J3

AM=BM ="
2

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMB :

[Fe] (5] w28
—a| = 7a +a —27a-a-cosa.

2
Simplificant:
3
coso =—.

o= arccosg ~ 54°44'8" ,
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Problema 32
R A
En el tetraedre regular ABCS, per la mitiana AD de la base ABC i K el punt mig de

- A
l'aresta SB, s’ha dibuixat un planol. Determineu I'angle d’aquest planol i la base ABC.
Gusiev problema 700.

Solucio:
Siga el tetraedre ABCS d’aresta AB=a.

kD=1cs=la.
2 2

A
Siga O la projeccié de S sobre la base ABC (circumcentre del triangle).

2— 3

=2AD=""a.
3 3

3|

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOS:

J6 N
=—a.
3

3|

A
Siga P la projeccio6 de K sobre la base ABC.

— 1— 6

PK ==0S ="a.
2 6

Siga M la projeccio6 de K sobre AD.

A 2
L’angle que forma el planol ADK i la base ABC és a = ZKMP . A
Siga x = AM.
A A

Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles AMK, DMK :

2 > 2
it = Bal ekt =(ta) [YBa x|

2 2 2

Resolent el sistema:

5.3
="""a
12

V33

KM=——a
12

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle KMP :

V6
sina = _6 _ @ .= arcsir{zii_z] ~ 58°31'4" .

J33 1

12
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Problema 33
Siga D el punt mig de l'aresta AS del tetraedre regular ABCS.

Siga E el punt mig de I'altura OS.
Determineu I'angle de les rectes CE i DO.
GuUsiev, problema 654.

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta AB=a.
Siga M el punt mig de I'aresta BC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle BMA

Avi- 3,

2
O és el baricentre de la base. Aplicant la propietat del
baricentre:

2— Y3 — 1— 43

=—AM=—a. OM=-AM=—a.
3 3 6

3|
O

3
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOS:
os- Y6,
3
oE-los -8,
2 6

Siga P la projeccié de D sobre la base.

J3

A\_PZ@ZO_MZ?a.

A A _
Els triangles OPD , MOE . A més a més PD, OE son paral-lels.

Aleshores, OD i ME so6n paral-lels.
L’angle que formen les rectes CE i DO és a = ZMEC .
ZBMC =90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MOE :

EM = \/(@aJ2 +(£an _Lla.
6 6 2

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle MEC :

__ 1,
ot 2",
EM 24

2
o = 45°
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Problema 34
Siga ABCD un tetraedre regular.

Siga M el punt mig de l'aresta BS. S

Calculeu 'angle de la mitjana AM i l'aresta CS .
GuUsiev, problema 662.

Solucio: 5
Sig el tetraedre regular ABCS d’aresta AB=a.

Pel vértex S tracem una paral-lela a la mitjana AM que talla la
recta AB en el punt P.
ZSPB =30°, ZPSB =90°.

PB =2BS =2a, PS —a./3

Siga N el punt mig de l'aresta AB.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle AMB :

J3

AM=CN=""a.
2

PN =2a.
2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle PNC :
PC =aV/3.
L’angle que formen les rectes AM, CS és a = ZPSC .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PSC :

(a\/§)2 = (a\/§)2 +a? —2a/3a-cosa.

cosa = ?3 , o= arccosg ~ 73°13'17".
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Problema 35
A
En la piramide triangular ABCS la base ABC és un triangle equilater i les S

A A
cares SAB i SBC son perpendiculars a la base.
Siga l'aresta SB igual a I'aresta AB.
A R
Siga O el baricentre de la base ABC. Siga D el punt mig de l'aresta SC .

Calculeu 'angle que formen les rectes BD i SO.
GuUsiev, problema 671.

Solucio 1:
Siga l'aresta AB=a. L'aresta SB és perpendicular a la base.
Siga a l'angle que formen els vectors O_SI, BD.

— 3

BO =—a.
3

2.3

A R
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BOS : OS = Ta

J2

A _ N
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCS : SC = av2. BD = 7a.

_—

Aplicant el producte escalar als vectors OS,BD:

0S -85 - [08]|-[#5] - cosa.
@-@zia £a cosa (1)

—_

BD =£(BC+BS).
2

Per la propietat del baricentre: BO = %(ﬁ + ﬁ)
0S =BS-BO.

BA -BC = HE&H - “%” -C0S60°= %az

Per ser ortogonals, BA -BS = 0, BC-BS =0.

_—

Aplicant el producte escalar als vectors OS,BD:

—_—

os-@:(ﬁ—%(ﬁm_é)jg(ﬁm_s’).

&@zg(s—s'.@ussu —lﬁ &:-%ﬁ £__\\Bc\\ _iﬁ @j
0S-BD=1(a?-taz_la)_ly 2)
2 6 3 4

Igualant les dues expressions del producte escalar:

?az .coso = %az . coso = g . o= arccos(@} ~ 72°10'14" .
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Solucio 2:

Siga I'aresta AB=a. L'aresta SB és perpendicular a la base.
Siga la recta m paral-lela a la recta BD que passa pel vertex S.
Siga la recta n paral-lela a I'aresta BS que passa per D.

Les rectes m, n s’intersecten en el punt K que pertany al planol
BCS.

La recta n talla l'aresta BC en el punt mig N de la mateixa.
L’angle que formen les rectes OS i BD és I'angle = Z/KSO.

3
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BOS
os- 23,
3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCS :

J2

S_C:a\/i. @ZS_K=73..

KN=KD+DN=a+ta=1a
2 2

6
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ONK

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle KSO :

—a| =|—al| +|—a| -2
3 3 3

““a-“—a-cosf.
> p

cosp = # , B= arccos(— g} ~107°49'46" .
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