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Resumen

Este articulo tiene su génesis en la lectura atenta de la resolucion del problema
81 del libro “Cien Problemas de Matematicas” Combinatoria. Algebra. Geometria,
cuyos autores son D. Francisco Bellot Rosado y D2 M2 Ascension Lépez Chamorro.
(Instituto de Ciencias de la Educacion, Universidad de Valladolid). El libro basicamente
estd dedicado a exponer resoluciones concisas, y muchas de ellas brillantes, de
problemas de olimpiadas matematicas. El problema a tratar consistia en demostrar una
desigualdad relacionada con la geometria del triangulo que se ha hecho clésica. El
objetivo de este articulo es explicar la desigualdad y mejorarla desde varias
desigualdades.

Introduccion

Comenzaremos por exponer detalladamente el contenido del problema ya citado
y la resolucion que aparece en el libro de Bellot. Ademés el autor de este articulo
propone otra demostracion alternativa como corolario de la famosa desigualdad de
Erdds-Mordell. Posteriormente, comentaremos algunos refinamientos importantes de las
desigualdades de Weitzenbock y Finsler-Hadwiger que nos ayudaran a refinar la
demostracion clasica y obtener teoremas mejorados respecto del original. Finalmente,
comentaremos algunos puntos de vista sobre el problema fundamental y algunos
problemas abiertos que pueden ser estudiados.

A lo largo de este articulo usaremos la notacion habitual en la geometria del
triangulo.

Planteamiento del problema

Problema 81.-(Libro de Bellot) “Sea ABC un tridngulo y P un punto interior. Probar
que al menos uno de los &ngulos < PAB, < PBC,< PCA es menor o igual que 30° ”.

(IMO. 1991; propuesto por Francia).
12 Demostracion: (del Prof. Omid Ali Kharamzadeh, de Iran).

Razonaremos por reduccion al absurdo. Sean @ =< PAB, f =< PBC,y =<
PCA, x = PA,y = PB,z = PC, y supongamos que los angulos a, 8,y son mayores que
30°. Entonces si A es el area del triangulo ABC, tenemos

A= %cxsena + % aysenf + %bzseny > i(cx +ay + bz)

ya que sena,senfs, seny son mayores que 1/,. La posibilidad de que alguno de los

angulos «, 8, y sea mayor que 150° se descarta, ya que entonces el teorema se verificaria
trivialmente.



Por otra parte, por la desigualdad de Weitzenbdck a? + b? + c? > 4+/3.A,
tenemos que
a? + b2+ c? > V3.(cx + ay + bz) [1]

Pero, por el teorema del coseno aplicado a los tridngulos PAB, PBC y PCA, tenemos

V3

x2 = b% + z%2 — 2bzcosy > b? + z2 —/3.bz <cosy < 7)
2 2 2 2 2 \/§
y? = c? + x% — 2cxcosa > ¢? + x% —V/3.cx cosa<7
2 2 2 2 2 V3
z2 = a? + y% — 2aycosp > a? + y* —V3.ay (cosﬁ<7)

y, sumando miembro a miembro, obtenemos
a? + b? + c? </3.(cx + ay + b2)
que contradice [1]. Esta contradiccion demuestra el teorema.

Nota: Existen muchas demostraciones de la famosa desigualdad de Weitzenbdck
(1919). La propuesta en el libro es la siguiente:

Del teorema del coseno aplicado en el triangulo ABC tenemos
a? + b? + c? = 2(b? + ¢?) — 2bccosA

1
como A= = bcsend, entonces
2

1 V3
a? + b? + c? = 2(b? + ¢?) — 4bc <§cosA + 7567’114)

T
= 2(b? + c¢?) — 4bccos (§—A) >2(b?+c?)—4bc=2(b—¢c)*=0

2% Demostracion: Esta demostracion surge como una simple aplicacion o corolario del
famoso teorema de Erdds-Mordell que afirma que si P es un punto interior a un
triangulo ABC, d,, d,, d. son las distancias de este punto a los lados BC, AC, AB del
triangulo, respectivamente; x,y, z son las respectivas distancias de dicho punto a los
vértices A, B, C, se cumple que

PA+PB+PC=x+y+z>2.(dg+d, + d.)

Para varias demostraciones alternativas de esta desigualdad se puede ver mi articulo
Extra 500 para esta revista Reflexiones sobre la desigual de Erdds-Mordell y algunos
refinamientos de esta desigualdad como el famoso teorema de Barrow.
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Con la misma notacion presentada en la demostracion anterior, razonaremos por
reduccion al absurdo y supondremos que, contrariamente a la tesis del teorema, los
angulos @ =< PAB, f =< PBC,y =< PCA son todos mayores que 30° Entonces
claramente tenemos que

d. 1
sena = —< > -
x ~ 2

dg _ 1
senﬂ=7“>5

N | =

d
seny = ?” >

y sumando miembro a miembro llegamos a 2(d,+d,+d.) >x+y+2z que
contradice al teorema de Erdds-Mordell. Esta contradiccion demuestra el teorema.

Algunos refinamientos de las desigualdades de Weitzenbdck y de
Finsler-Hadwiger

En este apartado indicaremos algunos refinamientos clasicos a las desigualdades
de Weitzenbdck y Finsler-Hadwiger, para después aplicarlos adecuadamente en los
teoremas finales.

Es bien conocida la siguiente cadena de desigualdades que se cumplen para los
elementos de cualquier triangulo

a? + b? +c% > ab + bc + ca = avbc + byca + cVab = 33 a?b%c? > 18Rr
> 44/3.A

que demuestra, obviamente, que la desigualdad de Weitzenbdck dista mucho de ser
precisa. Damos también otra mejora a esta desigualdad que aparecié como problema
2732 en la revista Crux Mathematicorum y que mantiene su propia estructura.

Problema 2732 de Crux Mathematicorum

a? + b% + ¢? > 4v/3.max {ﬂ,ﬂ,ﬂ}
hg’ hy’ he
La demostracion es tan sencilla y elegante que no nos resistimos a escribirla Es bien
sabido que 4mZ = 2(b? + ¢?) — a® y por tanto tenemos 4m2 + 3a? = 2(a? + b* +
c?), y en consecuencia, a partir de la desigualdad entre las medias aritmética y
geométrica
4m2 + 3a? h

m
> 2v3.mga = 2vV3.mya.— = 44/3.-—~=
2 a ha

2 2 2
as+ bc+c =
h

lo que demuestra la desigualdad.



Claramente, esta Gltima desigualdad es también ampliamente mejorable. Para
ello pasamos a los refinamientos de la desigualdad de Finsler-Hadwiger. Todos ellos
aparecen en mi articulo del Extra 500 de esta revista: Refinamientos de la desigualdad
de Finsler-Hadwiger. Recordamos los més interesantes, y previamente indicamos la
desigualdad de Finsler-Hadwiger que por brevedad denotaremos por FH

a? +b%+c? = 4V3.0+ (a—b)?+ (b—c)? + (c — a)? FH
que es equivalente a la desigualdad v/3.s < 4R + 7,

Indicamos ahora dos refinamientos de C. Lupu y C. Pohoata a la desigualdad FH
que aparecen en el mencionado articulo

Refinamientol:
a2 +b24+c2>2V3.A+2r(4R+1)+ (a—Db)2 + (b — )% + (c — a)?

Refinamiento 2;

4(R - 27)

. A+ (a—b)2+(b—c)*+ (c—a)?

a2+b2+6224\/3+

Por otra parte, utilizando la clasica transformacion T: a — /a(s — a) obtenemos
-z A f .. . .
otro triangulo con A- 5 @ partir del original. Aplicando sucesivamente esta

transformacion obenemos una infinidad de desigualdades que mejoran sucesivamente la
anterior y ademas manteniendo la estructura. Indicamos los refinamientos sucesivos a la
desigualdad FH que se obtienen por este procedimiento:

FHO a2+ b% 4+ c2 > 4V/3.A Weitzenbock (1919)

FH1 a?+b?+c? 2 4V3.A + Ygiciica(b — ©)? Finsler-Hadwiger (1937)
FH2 a4+ b% +c? = 4V3.A + Yiciica(b — €)% + 2 Zciclica(\/b(s—_b -
JeG—o)

FH3 a2 +b? + ¢ 2 4V3.0 + eiciica(b — )2 + 2 Leictica (v/DGs — ) —
\/m)z + 4 Yictica(-+)?

Vemos entonces que la desigualdad de Weitzenbdck (FHO) es refinada por la
desigualdad de Finsler-Hadwiger (FH1), que a su vez es refinada por una secuencia de
desigualdades FH2, FH3, ...

En sentido inverso, es importante hacer notar que la constante 4+/3.A que
aparece en los refinamientos anteriores de la desigualdad FH no se puede reemplazar
por 18R, aunque aparezca en la ultima desigualdad de la cadena de desigualdades



a? + b? +¢% > ab + bc + ca = avbc + byca + cVab = 33/ a?b%c? > 18Rr
> 44/3.A

ya que podriamos pensar que la desigualdad
a? + b? + ¢? > 18Rr + Y sictica(b — €)?
sea cierta, pero desgraciadamente es cierta la desigualdad opuesta
a’+b?>+c?><18Rr+ (a—b)?+ (b —c)* + (c — a)?
que es equivalente a

9abc
a+b+c

2(ab + bc + ca) — (a? + b?> + ¢?) < 18Rr =

y esta Ultima desigualdad es clasica y sabemos que es cierta.

Antes de pasar a los refinamientos del problema del libro de Bellot ya
comentado inicialmente, creemos importante hacer notar la siguiente demostracion
elemental de la desigualdad de Weitzenbdck que sorprende por su sencillez. La peticion
de demostracion a esta desigualdad aparecio como problema de olimpiada matematica
en 1961.

(IMO 1961) Olimpiada matematica Internacional

“Sean a, b, ¢ los lados de un tridangulo y A su area. Probar que a? + b? + ¢? >

4/3.A 7

Demostraciopn: Se puede demostrar esta desigualdad a partir de una identidad
elemental. Sea el triangulo ABC. Consideremos, sin pérdida de generalidad, a > b > c..
Si el tridngulo fuese equilatero, entonces su altura sobre el lado BC seria trivialmente

3 . 3
ga y su area %az

podemos definir el punto P como el pie de la altura trazada desde el vértice A sobre el

lado mayor BC. Sean ademas x = % —BP,y= ga — h,. La idea para introducir x e y

y por tanto, se cumpliria la igualdad. Para un triangulo cualquiera

es que estas cantidades representan la desviacion del tridngulo respecto de uno
equilatero. Entonces, en virtud del teorema de Pitagoras aplicado a los triangulos ABP y
APC, tenemos que

a 2 a 2
a? + b2 4 c2 — 4/3.A= a2+(z—x) +(E+x) + 2h% — 2ah,\3

= zaz +2x2% + 2h,(h, — aV3)

_3 2 2 NED _¥3_
=5a + 2x +2(2a y)( S y)
=§a2+2x2—§a2+2y2=2(3€2+3’2)20
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y la identidad muestra la desigualdad y ademas indica que la igualdad se da si y solo si
el triangulo es equilatero.

Finalmente, pasamos a proporcionar cinco teoremas que mejoran la propuesta
del problema de olimpiada ya mencionado. Cada uno de ellos utiliza refinamientos de
las desigualdades de Weitzenbtck o de Finsler-Hadwiger. Las demostraciones de todos
ellos son analogas, por reduccion al absurdo, y la contradiccion a la que se llega
contradice cada uno de estos refinamientos. Por ello indicamos detalladamente sélo la
demostracion del primer teorema ya que consideramos monotono y pesado escribir
todas las demostraciones de los demas teoremas que basicamente tienen la misma
estructura.

Refinamientos de la desigualdad. Algunos teoremas.

A lo largo del contenido y demostracion del teorema que sigue, emplearemos la
notacion habitual en la geometria del tridngulo. P serd un punto interior al mismo,
x =PA,y =PB,z=PC,a =< PAB, f =< PBC,y =< PCA.

Teorema 1: Sea un triangulo arbitrario ABC y P un punto interior al mismo.
Entonces, al menos uno de los angulos &« =< PAB, [ =< PBC,y =< PCA es menor
o igual que el angulo

8 = arcot [\/§ + ﬁ]

donde Q = (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)?

Demostracion: Razonaremos por reduccion al absurdo y supondremos que los angulos
a =< PAB, f =< PBC,y =< PCA son mayores que el angulo § = arcot [\/§+f—A .
Si A es el area del triangulo ABC es claro que

A= %(cxsena + aysenf + bzseny) > %sen& (cx+ ay + bz)

ya gque sena,senfS,seny son mayores que send. La posibilidad de que uno de los
angulos a, 8,y sea mayor que ™ — & es descartada, puesto que entonces el teorema se
verifica trivialmente ya que a + 8 +y < m, y en consecuencia, si uno de los angulos
a, B,y digamos y, fuese mayor que = — &, entonces se tendria a + S+ T — 6 <m, y 0
bien a, o bien B, cumplirian claramente la tesis del teorema.

Aplicando ahora el teorema de los cosenos a los tridngulos APB, BPC y CPA
x? = b? + z2 — 2bzcosy > b* + z? — 2bzcosé
y? = c¢? 4+ x? — 2cxcosa > c? + x? — 2cxcosé
z%2 = a? + y? — 2aycosf > a® + y? — 2aycosé

y sumando miembro a miembro tenemos



a? + b? + c? < 2cos6(cx + ay + bz) < ZCOS&% = 4Acotd

Yy, en consecuencia

a? + b? + c? <4A[\/§+%] =4v3.A+Q
=4V3.A+ (a—b)%+ (b —c)? + (c — a)?
que contradice la desigualdad de Finsler-Hadwiger para el triangulo
a?+b%+c?2>4V3.A+ (a—b)?+ (b —c)?+ (c — a)?
Esta contradiccion demuestra el teorema.

Pasamos ahora a la secuencia de los demas teoremas que también refinan el
problema original de los que, como ya comentamos, no proporcionamos la
demostracion por ser basicamente la misma que la anterior y en las que se contradice
algunos de los refinamientos ya comentados de la desigualdad FH.

Teorema 2: Sea un triangulo arbitrario ABC y P un punto interior al mismo.
Entonces, al menos uno de los angulos &« =< PAB, [ =< PBC,y =< PCA es menor

o igual que el angulo
= f 4R2m) @
6= arcot[ 3+ arer T 4Al

donde Q = (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)?

Teorema 3: Sea un tridngulo arbitrario ABC y P un punto interior al mismo.
Entonces, al menos uno de los angulos &« =< PAB, [ =< PBC,y =< PCA es menor
o igual que el angulo

_ mg my me
8 = arcot [\/§.max{ha o hc}]

donde Q = (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)?

Teorema 4: Sea un triangulo arbitrario ABC y P un punto interior al mismo.
Entonces, al menos uno de los angulos &« =< PAB, f =< PBC,y =< PCA es menor
o igual que el angulo

Q+R

é = arcot [\/§+T



donde Q=(@a-b3?+b-c)*+(c—a)® 'y R=2¥;uica/b(s—b)—
Je(s — c))z.

Para el dltimo teorema tenemos en cuenta una conocida igualdad que
proporciona el cuadrado de la distancia entre el baricentro y el punto de Fermat de un
triangulo en funcion de las longitudes de sus lados y su area, que sorprendentemente
demuestra una intima conexion con la desigualdad de Weitzenbdck

1
FG? =1—8(a2 + b? + c? — 44/3.4)

Teorema 5: Sea un tridngulo arbitrario ABC y P un punto interior al mismo.
Entonces, al menos uno de los &ngulos @ =< PAB, B =< PBC,y =< PCA es menor
o igual que el angulo

é = arcot [\/§ + 9FGZ]

2A
Conclusiones

Hemos utilizado refinamientos de las desigualdades Weitzenbdck y Finsler-
Hadwiger para refinar a su vez los angulos de los Gltimos teoremas que mejoran el
contenido del problema clasico que aparece en el libro de Bellot. El autor de este
articulo propone que se busquen refinamientos de estas desigualdades como
consecuencias del teorema de Erdds-Mordell o refinamientos del mismo, como el ya
mencionado teorema de Barrow, u otras desigualdades de refinamiento de este famoso
teorema que aparecen como conjeturas que esperan ser demostradas.

---0000000---
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