Problema 689.
Dada una hipérbola de focos Ay C y un punto variable B de la misma sobre una de sus ramas.
Demostrar que los incentros de los triangulos ABC estan alineados.

Beade, C. (2013): Comunicacion personal.

Solucion de Florentino Damidn Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Cérdoba.

De la construccion realizada y tomando como es de costumbre los ejes focales como nuestro sistema de
referencia habitual, podemos etiquetar los puntos A (de la hipérbola), B (Foco) y C (Foco), con las siguientes
coordenadas cartesianas:

d(A B)—d(B,C)=2a
B= (—C,O),C = (C,O), A= (Xo’ yo)
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La bisectriz interna correspondiente al vertice A del triangulo ABC no es otra que la tangente a la hipérbola
por dicho punto.
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b" X,
=——(X=X,)+
=Y " y0( )+ Yo

Asi tenemos que v

Esta bisectriz v, corta al eje focal real en el punto A’ que, por tanto, tendra de coordenadas

2
A'=(X —a—ﬁ,O) , siendo asi que los segmentos m=BA’ y n=A’C mediran respectivamente
0 b2 XO

- 2 o 2
m=BA'=XO—a—2ﬁ+c; n:A'C:c—xo+a—2ﬁ
b” X, .
Por el teorema de la bisectriz, tendremos las siguientes relaciones:
AB _AC _AB-AC _AB+AC

m n m-n m+n

En particular, de las dos ultimas re3laciones deducimos que

AB—ACZAB+AC:> 2a =AB+AC:>AB+AC= 4ac
m-n m+n m-n 2C m-n




2 2
En concreto, AB+ AC = 4ac 4ac 2ach’x,  2acbx, 2c

m-n 2X0_27a2y702 Tbix?-aly? ab’ a
b* X,

0

Por tanto, el semiperimetro del triangulo ABC serd igual s = % (AB+BC +CA) =%(E X, +2C) = €% +2)
a

Por fin, el area S del tridngulo ABC vendré dado por las siguientes expresiones:

S=sr zlﬁ.ha Sr= iﬁ.ha _ 2c.y0 _ ay,
2 2s 20(X0+a) X, +a
a
En definitiva, el valor del inradio es r = o . De esta forma ya si podemos determinar la posicion del
X, +a

Incentro, I, de nuestro triangulo ABC.

Bastara considerar la interseccion de lasrectas v, y y=r.
El punto I tendra las siguientes coordenadas,

b? X, azyo(r_yo)
rN=——WX=-X)tY, > X=—""7F5—"""+X
a2 yo ( 0) yO bZXO 0
ay,
a2 0o _
. yO(XO+a y0)+X B —aZyOZXO +b2X02(X0+a)
bzXo ’ bZXO(XO +a)
X = (_b2X02 + a2b2)xo +b2X02 (Xo +a) . azb2Xo + ab2X02 _ abZXO(XO +a)
b?X, (X, +a) b?X, (X, +2) b*X, (%, +2)
X=a

En efecto, los incentros de los tridngulos ABC estan alineados y pertenecen a las rectas x ==+a, que son las
rectas tangentes a la hipérbola dada por los respectivos vértices de la misma.
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