Problema 691.-
Dado un triangulo ABC con a<b<c, sea | el Incentro. Sea r la recta perpendicular a Al por el punto

I. Cortara a la recta BC en X.

a) Calcular CXy BX en funcidonde a, by c.

b) Sea U el punto de corte de la bisectriz del &ngulo BAC con la circunferencia circunscrita, que
coincide con el punto medio del arco BC. Tracemos la recta XU, que cortara de nuevo a la
circunscrita en T. Demostrar que T es el punto de tangencia de la circunscrita con la circunferencia
que es tangente a los lados AB, AC y también es tangente interior a la circunscrita.

c¢) Construyamos de manera analoga a X, Y sobre el lado AC, y Z sobre el lado AB. Demostrar que
X, Y, Z estan alineados.
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De la construccion realizada se observan los siguientes hechos de interes:

a) Los triangulos rectangulos XIA* y XII* son semejantes. Obtengamos la medida comun del angulo en el
veértice X.

Como £XI *1 :1800—(§+C):§+B:&X =L<|XA*=L<|X|*=90—(EA+ B):C—;B
b) Por tanto, tan XX = tan C-B_ ' Ax=— 1
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Ahora bien, tanC_B: 2 2 __P=C 2_b
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Ahora bien, como p°r? = p(p-a)(p—c)(p-b)=r*= (p—a)(pr;c)(p—b)




Asi tenemos que:
1
tanC_B: r(p—b-p+c) _ pr(-b+c) _ E(a+b+c)(c—b)r
2 (p-@(p—m+‘p‘axpgcxp‘b) (p—c)(p-b)[p+(p-a)] ;(a+b—q;(a—b+cxb+q
(a+b-c)(a—b+c)(b+c)
2(a+b+c)(c—b)

Asi ya tenemos el valor del segmento A'X =

Y, consecuentemente el de CX.
(a+b-c)(@a=b+c)(b+c) —1(a+b—c)

2(a+b+c)(c—b) 2

X — ac(a—b+c)
~ (a+b+c)(c—h)

CX=AX-AC=
ab(a+b-c)

(a+b+c)(c—b)’

Operando, obtenemos por fin que:
BX =BC+CX =a+

ab(a+b-c)
b) Sea U el punto de corte de la bisectriz del &ngulo BAC con la circunferencia circunscrita, que

CX =
(a+b+c)(c—hb)

coincide con el punto medio del arco BC. Tracemos la recta XU, que cortara de nuevo a la

circunscrita en T. Demostrar que T es el punto de tangencia de la circunscrita con la circunferencia

que es tangente a los lados AB, AC y también es tangente interior a la circunscrita.

I XB

Al tener dos angulos iguales los triangulos XCI y XIB, que son el comun en el vértice X y el angulo
= £AXBI , ambos triangulo son semejantes. Por tanto, — = — = XI* = XB.XC

—— Y, en consecuencia también son

£XIC =90°—
XT

A+C _B
2
Ahora bien, los triangulos XTI y XIU tienen en comun el angulo en el vértice X. A partir de la anterior igualdad
X1% = XB.XC, se obtiene también XI? = XB.XC = XT.XU :ﬁ = >><(LIJ
semejantes ambos triangulos. Por tanto, el &ngulo xXXT1 =90°= xUTI , condicion que, como ahora veremos,



caracteriza al punto de tangencia T de la circunscrita con la circunferencia que es tangente a los lados AB, AC y
también es tangente interior a la circunscrita.

Por la inversién de centro el vértice A, resultan los siguientes pares de puntos homélogos; B-B’, C-C’, U-U’ y,
aun mas interesante el par 1,-1, como se puede apreciar por la semejanza de triangulos existentes entre

AL B’ y ABI. De esta forma la circunferencia de diametro U’I, se transforma en la circunferencia de diametro

IU. Por ello, el punto T, que pertenece a la
circunferencia circunscrita debera pertenecer también
a aquélla de diametro IU, pues se correspondera con

el segundo punto de interseccion de la circunferencia
de diametro U’I, con el eje radical de ambas
circunferencias, la circunscrita y la de centro, el punto
A. Como T'l, es perpendicular al eje radical, este
punto T’ es el de tangencia de la circunferencia
exinscrita, de centro 1,y se corresponde con el punto
T, de tangencia de la circunscrita con la circunferencia

que es tangente a los lados AB, AC y también es
tangente interior a la circunscrita.




c¢) Construyamos de manera analoga a X, Y sobre el lado AC, y Z sobre el lado BC. Demostrar que

X, Y, Z estan alineados.

Analogamente a la construccion del punto X realizada en el apartado a), tenemos para los puntos Yy Zlas

siguientes medidas:

_ab(a+b-c) _ac(a—b+c) _ab(a+b-c)
~ (a+b+c)(c—b) ~(a+b+c)(b-a) ~(a+b+c)(c-a)
ac(a—b+c) _ bc(-a+b+c) bc(-a+b+c)

“(a+b+c)(c—b)

"~ (a+b+c)(b-a)

“(a+b+c)(—a+c)

X, Y y Zestaran alineados.

Para ello:

Veamos que se cumple el Teorema de Menelao, %_E_ﬂ =
X AZ CY
ab(a+b-c) ac(a—b+c) bc(-a+b+c)

CX BZ AY _(a+b+c)(c—b) (a+b+c)(b—a) (a+b+c)(-a+c)

BX Az'Ccy  ac(a—-b+c)

bc(-a+b+c)

ab(a+b-c)

(a+b+c)(c—b) (a+b+c)(b—a) (a+b+c)(c—-a)

CX BZ ﬂ_(a+b—c).(a—b+c).(—a+b+c)_1
BX AZ CY (a-b+c).(-a+b+c).(a+b-c)

1 y asi de este modo, en efecto, los puntos




