Problema 691.- Dado un triangulo ABCcon @ << b < ¢, sea [ elincentro. Sear la recta perpendicular a Al por el punte I, Cortara
ala recta BC en X,

a) Calcular CX y BX en funcion de a, b, c,

b) sea Uel punto de corte de la bisectriz del angulo BAC con la circunferencia circunscrita, que coincide con el punto medio de!
arco BC, Tracemos lo recta XU, que cortara de nuevo a la circunscrita en T, Demostrar que T es el punto de tangencia de la
circunscrita con la circunferencia que es tangente a los lados AB, AC y tambien es tangente interior a la circunscrita.

c) Construyamaos de manera andloga a X, Y sobre el lado AC, y Z sobre el lado BC,

Demostrar que X, Y, Z estan alineados.

Barroso, R [2013): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

a) El tecrema de Menelao aplicado al tridngulo AEC con la transversal 7 = [X nos da la relacion:

C,A XC 4B
C.,C XB C;4
be C.B CX
En el problema 690 calculamos E'1A=E'gﬂ=?. Cancelando estos segmentos nos queda ;-E=1 de donde

CX € b—AC; _ B(s—c)

EX  C.B  c—AC. clz—b)

A partir d ) CX BX CX-BX a
dl LI de gl - o= . L= T EE— L= .
P 4 bis—c) cls—b) bls—cl—cis—b) s b—c)
L ablz—c) calz—h)

De esta ultima se pueden obtener (X = pr— BX = pre

b) La circunferencia tangente interiormente a la circunscrita I'y a los lados AB y AC se conoce como A-circunferencia
mixtilinea inscrita (A-mixtilinear incircle). Es conocido gue sus puntos de contacto, €1y €2, con los lados del tridngulo

equidistan del incentro [, y al ser isdsceles AC;Cy, la bisectriz Al es perpendicular a €y Ca{véase por ejemplo httpy//chkawa.co

hiroshima.acjp/4oPS.pdf/euclideangeometrynotes-paul.pdf.} Por tanto la recta ¥ = [X sirve para construirla: pasa por C;-‘y su centro

es el punto de interseccién de la bisectriz de A con la perpendicular a AC; por €.

Para demaostrar que T es el punto de tangencia de la A-circunferencia con I', observamos que, en general, si Cir G, Y C3 SONtres

circunferencias cualesquiera, el producto de las dos homotecias que transforman sucesivamente ¢ Sera una

homotecia que transforma ¢, en ¢, y tendra su centro alineado con los de aquellas.
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Las tres circunferencias a gue nos referimos agui son la inscrita w, la A-circunferencia.. [y T,

La homotecia de razdn positiva que pasa de ' a w tiene por centro el punto Xz de la enciclopedia ETC (la de razén negativa
tiene centro Xzz). La que transforma w en [, el vértice 4, donde concurren las tangentes comunes, también de razdn positiva.

Finalmente, la que pasa de I; a I tiene por centro el punto de contacto de ambas, gue vamos a llamar por ahora W, Estos tres

puntos estan alineados. Concluiremaos esta parte demostrando que W =T,

Tomando coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC, demostraremos que el punto de interseccidn de las rectas

definidas por Ay Xz¢ de una parte y X y U de otra, concurren en un punto de I'.

Comenzaremaos poniendo las ecuaciones o coordenadas de los diferentes objetos geometricos.

A partirde AC; = % obtenemos C; = (s —b: b:0): C; = (s —c: 0:c).,

(Es facil comprobar que el punto medio del segmento gque definen es el incentro I{a: b: ¢)).

El punto Xz = (:‘ 22 )

-z s—b s5—c

Circunferencia circunscrita T a®vz + bPzx + c?xy = 0

) ) _ ) . ) ) —a’
Bisectriz de A: ¢y = bz: su interseccion con la circunscrita es el punto I = (b—: b: -:).
-c

_b -
Recta 040 x = ST_';‘ + =2
c

Esta recta corta al lado BC (x = 0) del tridngulo en el punto X = (IEI: ——Ejl

s—b s5—c

X y oz
b —c
La recta XUV tiene como ecuacion =t s—c| = 0 gue unavez desarrollado da:
_El-
— b £
b+c¢ +5—b +5—r: z-b—c
T"'Tur: X v =
X . b - c
X v z
] as b= ce )
Paralarecta AX-;: = (0, o bien,

F—a b =s5—c
c2 Bl 1 0 0

Tax.. ! V— z=10
= s5—c° s5—0D

El punto de interseccion de estas dos rectas, resolviendo el sistema, es:

h= e
Faw NPy =W = (_ﬂ: : )
axe, N Txu P

Ahora se comprueba que W verifica la ecuacion de la circunferencia circunscrita y con ello concluimos que es el punto T del
enunciado y damos fin a esta parte.

4 B g ~ c* 4 b* g“b c*—is—blab c*—ab c*(s—c) ab cla—st+b—st+c)
Si—— —bq-——cC-a = — . = e = 0.
s—b =—-c F—c s—h ls—h)iz—c) Lez—h=s—c)

L]

c) El mismo razonamiento utilizado en a) nos sirve para concluir que

YA _ cls—a) ZB _ alz—h)
Yo als—c) Y ZA Biz—a)
Tenemos ahora
ZE F¥A XEcC als—b) cilz—a) biz—c)

2L o - =1.
Z4d ¥ XA biz—a) alzs—c) clz—h)

Por tanto los puntos, en virtud del reciproco del teorema de Menelao, estan alineados.

Mota.- Esta parte es un caso particular de una situacion mucho mas general, consecuencia del teorema del cuadrilatero de
Desargues, gue se expresa asi: Lo condicion necesaria y suficiente para que tres rectas I, m y M concurrentes en O corten o los

lndos BC,CA y AC de un triangulo ABC en puntos alineados L, M, N es que la homografia del hoz O definida por
(0A4,0B,0C) — (Imn)

sea una involucion.

El punto O es el incentro y la correspondencia que asocia a cada bisectriz su perpendicular por el incentro es, evidentemente,

una involucion. &



