Problema 693
EXTRA DEDICADO IN MEMORIAM A José Maria Pedret.

Sea ABC un triangulo de altura AA’. Demostrar que existe un punto sobre AA’ tal que las
cevianas BB’ y CC’ que pasan por P cumplen AB’=AC’.

Fraiwan, T., Hajja, M., (2011): Problem Q1012. Mathematics Magazine, Vol. 84, No. 3, p. 230.
Gracias, José Maria por tu amistad y tu vision de la Geometria.

Solucion del director.

Sea ABC el tridngulo (supongamos acutangulo).

Sea AA’ =h.

Esh?=h2—CA'* =c? — (a— CA")?

2_ .2 2
Asies CA' = u,yA’B =
2a

a?+c?-p?

2a

Supongamos que AB’=q y AC’=qg con B’ sobre AB y C’ sobre ACy con las cevianas AA’ BB’ y CC’
coincidentes sobre P, un punto de AA’.

Por Ceva deberia ser:
q(c-q) CA’=q(b-q) A’B.

a?+c?-p? a?-c2+b?

es decir:(c — q) =0b-9)—;

2a

Osea: ca’? + ¢ — cb? — qa? — qc? + qb? = ba? — bc? + b3 — qa? + qc? — qb?
2q(b?> —c?)=b3—c3+bc(b—c) —a?(b—c)

Osea:

_(c+b)2—a2
~ 2(b+0)



_ (2bc+2c?)—(c?+2cb+b?)+a?  a?+c2-p?
- 2(b+c) T 2(b+0)

AsiBB'= c—q
Este valor g siempre existe interiora ACy a AB en un acutangulo al ser a<b+c.
__ (c+b)?—a? _ c%+2bc+b?-a? bc

. . . o — - 2c
Si el tridngulo es rectangulo, y A es de 902, queda g = 20010 20040 P

. . _ (c+a)?-b%? _ c?+2ca+a?-b% _ 2c%+2ca _
Sitomamos B o C, por ejemplo B, queda g = e 2ot = Gt

Es decir, en estos casos de los catetos, los tridngulos isdsceles degeneran en un lado.

Resultado: 1,88 cm

Estudiemos el caso de un obtusangulo con el dngulo mayor de 902 en B.

Sea A’'B=u. Es:AA'? = ¢? —u? = b? — (a + w)?

b%2-a2-c?
Osea:u =———
2a

Supongamos que P cumple lo pedido.

b%-a?—c? b?-a?-c? b%+a?-c?
———,CA =a+ =
2a 2a 2a

Sea BC’=q; seria AC’=AB’=c+q, B'C=b-c-q, BA' =



Por Ceva ha de ser:

AB’ CA’ BC' =B’CA’BC'A, es decir:

b2 2 _ 2 b2 — g2 — 2
(c+q)<#>q=(b—c—q)<#)(c+q)

De donde, simplificando y despejando, queda:

' _ b2_62_a2
BC' =q= 2(b+c)
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