Problema 697

A
Donat el triangle equilater ABC de costat m, s’agafa el punt P.
Siguen PA =d, PB =e, PC =f. Proveu que:
m* +d* +e* +f2 =m?d? + m?e? + m?f? + d%e? + d?*f? + e?f2.

Solucié de Ricard Peir6 i Estruch:
Siga P, el simetric de P respecte del costat BC.

Siga P, el simétric de P respecte del costat AC.

Siga P, el simétric de P respecte del costat AB.
Notem que ~/P,AP, = /P,BP, = Z/P,CP, =2-60°=120°.
Notem que I'area de 'hexagon AP,BP,CP, és el doble de

A
I'area del triangle equilater ABC.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle P,AP; :
P,P,~ =d? +d? —2d-d-cos120°=3d?. Analogament:
PP, =3e”.
PP, =32,
A
L’area del triangle P,AP, és:

Sepp, = L2 sin1200= 12 3. Analogament:
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A
Utilitzant la formula d’Her6 I'area del triangle P,P,P; és:

Sepp, = (\/5)2 E\/— d* —e? —f* +2d%e? + 2d*f? + 2e?f?
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A
L’area del triangle equilater ABC és:

Bo

4
2-Spsc = Sp,ap, +Spep, T Spcp, T Sppp, -

%mzzédz B \/_fz 3\/ d* -

SABC =

—f4 +2d%e? + 2d?f? + 2e2%f?

2\3m? —3(d? + €2 + 1 )=3\/—d4 —et +2(d2e2 +d?f2 1 e%?).

Elevant al quadrat:

12m* +3d* +3e® + 314 + 6m?(0? + % +2)—6(d%e? + d*f? +e°f?)=9(-d* —e* — 4 + 2(d%e? + d2f? +e°f?))
Simplificant:

m* +d* +e* +f2 =m?d? +m?e? + m?f? + d?e? + d*f? + e?f2.



