Problema 697

A N
Dado un triangulo equilatero ABC de lado m, tomemos un punto P. Sean PB =e
PA =d, PC =f Probar que
m* +d* +e* +f? =m?d? + m?e? + m?*f? + d%e? + d*f? + e*f?

Graham, L. A. (1959): Ingenious mathematical problems and methods. Dover. (p. 190)

Solucion de Ricard Peir6 i Estruch:
Sea P, el simétrico de P respecto del lado BC.

Sea P, el simétrico de P respecto del lado AC. _

Sea P, el simétrico de P respecto del lado AB.
Notemos que £P,AP; = Z/P,BP,; = Z/P,CP, =2-60°=120°.
Notemos que el area del hexagono AP,BP,CP, es el doble del
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area del triangulo equilatero ABC. X
P

A
Aplicando el teorema del coseno al triangulo P,AP; :

PP, =d? +d? —2d-d-cos120°= 3d?. Andlogamente:

_ . A y

PP,° =3e2. PP, =3f2. , B
A P3

El area del triangulo P,AP; es:

Sp.ap, = %dz sin120°= %dzﬁ . Andlogamente:
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Sper, :Zezﬁ. Secp, =Zf2J§.

A
Utilizando la formula de Heron, el area del triangulo P,P,P; es:

Sepp = (V3f 2V-d* —e* —t* 1 2d%e? + 2d%7 + 2672 .
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El area del triangulo equilatero ABC es:

J3

SABC = Tmz .
2-Spgc =Sp,ap, +Spgp, T Spep, +Sepp, -
V32 V84 V3. V8o
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23m? —3(d? + €2 +2)=3V-d* —e* —f* + 2d%? + 2d°f% + 2% .
Elevando al cuadrado:
12m* + 30 + 3e* + 31 — 6m2(0? + € + 12) + 6(cPe? + a2 + €°F2) = 9(— o' — & — 1 + 2(dPe? + 02 + €°F?))
Simplificando:

+%\/—d4 _e* _f* £ 2d%e? + 2d%f2 + 2e22 .

m* +d* +e* +f2 =m?d? + m?e? + m?f? +d%e? + d?f? + e?f2.



