Problema 698 de tridnguloscabri. Construir un tridngulo conoci-
dos un lado y las longitudes de la mediana y de la bisectriz interior
correspondientes a ese lado.

Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan

Esta construccién esta basada en la solucion de Howard Eves al Pro-
blema 1054 de Mathematics Magazine y de la impresionante simplifi-
cacion realizada por Paul Yiu en Elegant Geometric Constructions.

Planteamiento del problema como una ecuacién bicuadrada.
Howard Eves se refiere a un sistema de coordenadas pero basicamente
podemos considerar el triangulo buscado ABC'y en él la altura AH =
h, la bisectriz AW = w y la mediana AM = m. Consideremos también
las longitudes BM =a, HM =xy WM = z.
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B H WM C

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo AH M,
(1) 2+ h? =m?.

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo AHW,
(2) (x— 2)> +h* =w’.

Aplicando el teorema de la bisectriz al tridangulo ABC,

) AB*  BW? N (a—2)?+h  (a—2z)
AC? WC?  (atax)’+ R (a+2)?

Sustituyendo % + h? por m? en (2) y (3) resultan
(4) 22— 220 +m? = w?
5) a?—2az +m?  (a—z)
a? + 2ax +m?2 (a+2)%

Despejando x de (5) y (6) obtenemos

m? —w? + 22 a’z + m?z
— T == —5
2z a+ z
1
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que conduce a la ecuacién de cuarto grado
(6) 2t — (@® + m? + w?)2? + a*(m® — w?) = 0.
Reduccién de la ecuacion bicuadrada a otra ecuacién de se-

gundo grado. Paul Yiu tiene la genialdiad de introducir las variables
u 'y A de forma que

a? =m? +w? —2wu, 2*=m?+w?—- 2w\
Entonces la ecuacién (6) puede escribirse en la forma

a2

2 — —_— =
(7) AT —u\ 5 0.

En efecto:

(2% —m® —w?|—a®) +a*(m?* —w®) =0
22(—2w\ — a®) + a*(m? —w?*) =0

—Zw)\ + a*(m? — w?® — ) =0

—2wA(m? 4+ w? — 2w\) + a*(m* — w* — m?* —w* + 2w)) =0

—A(|m® +w?|—2w)) +a*(—w+ ) =0
—\a® + 2wu — 2wA) + a*(—w + A) =0
~A2wu — 2w) — a*w = 0

AM2u —2\) +a*=0

207 — 2 \u = a?

Construcciéon de las soluciones de una ecuacién de segundo
grado. . Recordemos el procedimiento para construir las soluciones de
una ecuacién de segundo grado de la forma 22 — sz — k? = 0, siendo s
y k longitudes conocidas. Una de las soluciones sera positiva y la otra
negativa.

Trazamos una circunferencia de diametro AB = s y sobre B levan-
tamos una perpendicular BC' = k. Unimos C con el centro O de la
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circunferencia obteniendo dos puntos de corte, D y E. Se cumplen las
relaciones
CE-CD=DE=AB=s
CD-CE=CB?=k*

Por tanto 1 = —CD y xo = C'E son las soluciones de la ecuacién
22 —sx—k*>=0.

Solucién del problema construyendo las soluciones de la ecua-
cion de segundo grado. De la definicién de A y u tenemos que A es
la longitud de la proyeccion de la mediana sobre la bisectriz y u es la
proyeccion de la mediana AM sobre el lado de un tridngulo AW’ M tal
que AW’ =wy WM = a. Asi, en la figura siguiente tenemos AU = u
y AL = ).

Por tanto, dadas las longitudes BC = 2a, AW = w y AM = m,
hacemos la siguiente construccion:

1. Construimos un tridngulo AW'M tal que AW’ =w, WM = a
y AM = m.

2. Hallamos la proyeccién ortogonal U de M sobre la recta AW’.

3. Hallamos el punto medio D de MW’ y trazamos W'E perpen-
dicular e igual a W'D.

4. Marcamos sobre UM un punto F' tal que UF = DFE.



5. Trazamos la circunferencia con didmetro AU, unimos F' con su
centro y llamamos G al punto donde la recta trazada corta a la
circunferencia (el punto mas lejano).

6. Localizamos sobre la circunferencia con didmetro AM un punto
L tal que AL = FG.

7. Hallamos el punto W sobre la semirrecta AL tal que AW = w.

8. Hallamos las intersecciones B y C' de la recta MW con la cir-
cunferencia de centro M y radio a.

La construccién de Paul Yiu. Paul Yiu lleva a cabo la construccién
del siguiente modo:

1. Construimos un tridngulo AM'W tal que AM' = m, M'W = a
y AW = w. Observemos que el angulo § = ZM’' AW cumple

m?2+w?—a®> u
cos = —— = —.
2mw m

2. Levantamos un cuadrado sobre la primera mitad del segmento

M'W, siendo su diagonal M'P = %, medida que llevamos

hasta M’'Q, igual a M'P y perpendicular a AM’.
3. Si N es el punto medio de AM’,

m?  a?

NQ2 — NM/2 +M/Q2 — T ‘l‘ ?
4. Con centro N y radio N trazamos un arco que corta en L a
la recta AW. Este punto L cumple la ecuacién (7). En efecto:



NL? = AN? + AL?> — 2AN - AL - cosf

2 2
T Y D LAy

m?
4 2 4 2 m
2

% — AL>— AL -u
Por tanto, tenemos que AL = \.

5. Hallamos el punto medio M de la recta BC' como interseccion
de la perpendicular por L a AL y la circunferencia de centro A
y radio AM'.

6. Finalmente los vértices B y C' como interseccién de la circun-
ferencia de centro M y radio a con la recta MW.
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