Problema 702.-

Dado un triangulo cualquiera de lados cuyas longitudes son a, b y c.

Al variar a, by c, encontrar el rango de: (a%+b*+c?)/ (ab+bc+ca) (l).
Asimismo obtener el rango de: (a + b + c)’/ab+bc+ca) ().

Variante de un problema propuesto en el examen de admisidn al Instituto de Tecnologia de Tokio
(Japén) — 2010
Propuesto por Julio A. Miranda Ubaldo. Grupo de Asesoria Matematica Fermat. (Huaral), de Peru.

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, profesor del 1ES Blas Infante de Cérdoba.

Por la simetria de las expresiones (1) y (Il) sabemos que en el caso de ser las longitudes a, b y c iguales,
entonces dichas expresiones alcanzardn un extremo absoluto.

Caso I:

2 2 2
a“+b°+c
————=(a=b=¢)=1
En el caso del tridngulo equiltero, tenemos que:  ab+ac+hc

a’+b®+c? _2(bccosA+accosB+bccosC)<2(bc+ac+bc)<2
Para cualquier otro caso: ~ ab+ac+bc ab+ac+hc ~ ab+ac+bc

2 2 2
<a+b+c <

En definitiva, = ab+ac+bc
Caso ll:
a+b+c)’ 9a?
uz(azbzch_z:g
En el caso del tridngulo equildtero, tenemos que: ab+ac+hbc 3a

En el caso de que el tridangulo sea degenerado (c=0) tenemos que la expresion (ll) serd maxima cuando
a+b+c)>  (a+h)’
@+bref _(a+b? . .,
a=b. En este caso, la expresion (I1) adoptard la siguiente forma: ab+ac+bc ab

2
3< (a+b+c) <4
En definitiva, ~ ab+ac+bc



